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11 êëàññ
11.1. Íà äîñêó âûïèñàëè 777 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Îêàçàëîñü, ÷òî ìîæíî ðîâíî 760 ñïîñîáàìè âûáðàòü äâà ÷èñëà

a è b, çàïèñàííûõ íà äîñêå, òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

a2 + b2 + 1 = 2ab.

Ñïîñîáû, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ÷èñåë, ñ÷èòàþòñÿ

îäèíàêîâûìè. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü òàêèå äâà ÷èñëà c
è d, çàïèñàííûõ íà äîñêå, ÷òî

c2 + d2 + 2025 = 2cd.

11.2. Äàíà ïðÿìàÿ ïðèçìà ABCA1B1C1. Èçâåñòíî, ÷òî òðåóãîëüíèêè

A1BC, AB1C, ABC1 è ABC � îñòðîóãîëüíûå. Äîêàæèòå, ÷òî

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ âìåñòå ñ òî÷êîé

ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC ëåæàò íà îäíîé ñôåðå.

ìè íàçîâ¼ì âàæíîé, åñëè èç äåëèìîñòè íà 100 îáåèõ ðàçíîñòåé

F (a, b)−F (c, d) è G(a, b)−G(c, d), ãäå a, b, c, d � öåëûå, ñëåäóåò,

÷òî ÷èñëà a − c è b − d äåëÿòñÿ íà 100. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ

âàæíàÿ ïàðà ìíîãî÷ëåíîâ P (x, y), Q(x, y), ÷òî ïàðà ìíîãî÷ëå-

íîâ P (x, y)− xy è Q(x, y) + xy òàêæå ÿâëÿåòñÿ âàæíîé?

11.3. Ïàðó ìíîãî÷ëåíîâ F (x, y) è G(x, y) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòà-

11.4. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî N . Êóá ñî ñòîðîíîé 2N + 1 ñëîæåí

èç (2N + 1)3 åäèíè÷íûõ êóáèêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ � ëèáî

÷¼ðíûé, ëèáî áåëûé. Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè ëþáûõ 8 êóáèêîâ,

èìåþùèõ îáùóþ âåðøèíó è îáðàçóþùèõ êóá 2×2×2, íå áîëåå 4
÷¼ðíûõ êóáèêîâ. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷¼ðíûõ êóáèêîâ

ìîãëî áûòü èñïîëüçîâàíî?

11.5. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà 1, 2, . . . , n âûïè-

ñûâàþò íà äîñêå â ñòðî÷êó â íåêîòîðîì ïîðÿäêå. Ó êàæäûõ äâóõ

ñòîÿùèõ ðÿäîì ÷èñåë âû÷èñëÿþò èõ ÍÎÄ (íàèáîëüøèé îáùèé

äåëèòåëü) è çàïèñûâàþò ýòîò ÍÎÄ íà ëèñòêå. Êàêîå íàèáîëü-

øåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ìîæåò áûòü ñðåäè âñåõ n − 1
âûïèñàííûõ íà ëèñòêå ÷èñåë?



LI Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

11.6. Ïî êðóãó âûïèñàíû 100 åäèíèö. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â èãðó,

êàæäûé äåëàåò ïî 1010 õîäîâ. Ïåòÿ êàæäûì ñâîèì õîäîì âûáè-

ðàåò 9 ñòîÿùèõ ïîäðÿä ÷èñåë è óìåíüøàåò êàæäîå èç íèõ íà 2.

Âàñÿ êàæäûì ñâîèì õîäîì âûáèðàåò 10 ñòîÿùèõ ïîäðÿä ÷èñåë è

óâåëè÷èâàåò êàæäîå èç íèõ íà 1. Ðåáÿòà õîäÿò ïî î÷åðåäè, íà÷è-

íàåò Ïåòÿ. Äîêàæèòå, ÷òî Âàñÿ ñìîæåò äåéñòâîâàòü òàê, ÷òîáû

ïîñëå êàæäîãî åãî õîäà ñðåäè 100 âûïèñàííûõ ÷èñåë áûëî íå

ìåíåå ïÿòè ïîëîæèòåëüíûõ, êàê áû íè èãðàë Ïåòÿ.

11.7. ×åòûð¼õóãîëüíèê ABCD, â êîòîðîì íåò ïàðàëëåëü-

íûõ ñòîðîí, âïèñàí â îêðóæíîñòü Ω. Â òðåóãîëüíèêè

DAB,ABC,BCD,CDA âïèñàíû îêðóæíîñòè ωa, ωb, ωc, ωd
ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîâåäåíû îáùèå âíåøíèå êàñàòåëüíûå ê

îêðóæíîñòÿì ωa è ωb, ωb è ωc, ωc è ωd, ωd è ωa, íå ñîäåðæàùèå
ñòîðîí ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD. ×åòûð¼õóãîëüíèê, ïîñëåäî-
âàòåëüíûå ñòîðîíû êîòîðîãî ëåæàò íà ÷åòûð¼õ ïðîâåä¼ííûõ
ïðÿìûõ (èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå), âïèñàí â îêðóæíîñòü Γ.
Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå öåíòðû îêðóæíîñòåé ω
è ωc, ωb è ωd, Ω è Γ, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

11.8. Ïóñòü f :R → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Õîðäîé áóäåì íàçû-

âàòü îòðåçîê öåëîé äëèíû, ïàðàëëåëüíûé îñè àáñöèññ, êîíöû êî-

òîðîãî ëåæàò íà ãðàôèêå ôóíêöèè f . Èçâåñòíî, ÷òî ó ãðàôèêà
ôóíêöèè f ðîâíî N õîðä, ïðè÷¼ì ñðåäè íèõ åñòü õîðäà äëèíû

2025. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå N .


