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10 êëàññ
10.1. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â èãðó íà èçíà÷àëüíî ïóñòîé êëåò÷àòîé

òàáëèöå 100 × 100, äåëàÿ õîäû ïî î÷åðåäè. Íà÷èíàåò Ïåòÿ. Çà

ñâîé õîä èãðîê âïèñûâàåò â íåêîòîðóþ ïóñòóþ êëåòêó ëþáóþ

çàãëàâíóþ áóêâó ðóññêîãî àëôàâèòà (â êàæäóþ êëåòêó ìîæíî

âïèñàòü ðîâíî îäíó áóêâó). Êîãäà âñå êëåòêè áóäóò çàïîëíåíû,

Ïåòÿ îáúÿâëÿåòñÿ ïîáåäèòåëåì, åñëè íàéäóòñÿ ÷åòûðå ïîäðÿä

èäóùèå êëåòêè ïî ãîðèçîíòàëè, â êîòîðûõ ñëåâà íàïðàâî íàïè-

ñàíî ñëîâî ¾ÏÅÒß¿, èëè íàéäóòñÿ ÷åòûðå ïîäðÿä èäóùèå êëåò-

êè ïî âåðòèêàëè, â êîòîðûõ ñâåðõó âíèç íàïèñàíî ñëîâî ¾ÏÅ-

Òß¿. Ñìîæåò ëè Ïåòÿ âûèãðàòü íåçàâèñèìî îò äåéñòâèé Âàñè?
10.2. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíà òî÷êà P . Íà îòðåçêå AB

îòìå÷åíà òî÷êà Q, à íà îòðåçêå AC � òî÷êà R òàê, ÷òî îïè-

ñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ BPQ è CPR êàñàþòñÿ ïðÿ-

ìîé AP . ×åðåç òî÷êè B è C ïðîâåëè ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç

öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BPC, à ÷åðåç òî÷êè
Q è R � ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç öåíòð îïèñàííîé îêðóæíî-

ñòè òðåóãîëüíèêà PQR. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü,
êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ÷åòûð¼õ ïðîâåä¼ííûõ ïðÿìûõ.

10.3. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêîå ÷¼ò-

íîå íàòóðàëüíîå a, ÷òî ÷èñëî (a−1)(a2−1) . . . (an−1) ÿâëÿåòñÿ
òî÷íûì êâàäðàòîì.

10.4. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû 106 òî÷åê, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå

ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, è ïðîâåäåíû âñå îòðåçêè ìåæäó íèìè.

Ãðèøà ïîñòàâèë íà êàæäîì ïðîâåä¼ííîì îòðåçêå âåùåñòâåííîå

÷èñëî, ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿùåå 1, è äëÿ êàæäîé øåñò¼ðêè

îòìå÷åííûõ òî÷åê ïîñ÷èòàë ñóììó ÷èñåë íà âñåõ 15 îòðåçêàõ,

ñîåäèíÿþùèõ èõ. Îêàçàëîñü, ÷òî êàæäàÿ òàêàÿ ñóììà ïî ìîäó-

ëþ íå ìåíüøå ÷èñëà C, ïðè ýòîì ñðåäè òàêèõ ñóìì åñòü êàê ïî-

ëîæèòåëüíàÿ, òàê è îòðèöàòåëüíàÿ. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì C
ýòî âîçìîæíî?



LI Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

10.5. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà 1, 2, . . . , n âûïè-

ñûâàþò íà äîñêå â ñòðî÷êó â íåêîòîðîì ïîðÿäêå. Ó êàæäûõ äâóõ

ñòîÿùèõ ðÿäîì ÷èñåë âû÷èñëÿþò èõ ÍÎÄ (íàèáîëüøèé îáùèé

äåëèòåëü) è çàïèñûâàþò ýòîò ÍÎÄ íà ëèñòêå. Êàêîå íàèáîëü-

øåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ìîæåò áûòü ñðåäè âñåõ n − 1
âûïèñàííûõ íà ëèñòêå ÷èñåë?

10.6. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì k äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ñòåïåíè
100 ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè íàéä¼òñÿ òàêîé ìíîãî-
÷ëåí g(x) ñòåïåíè íå âûøå k ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè, ÷òî ãðàôèêè y = f(x) è y = g(x) èìåþò ðîâíî 100 îáùèõ

òî÷åê?
10.7. Â ïðîãðàììó ñîðåâíîâàíèÿ âõîäèò 25 âèäîâ ñïîðòà, â êàæäîì

èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ îäèí ïîáåäèòåëü, ïîëó÷àþùèé çîëî-

òóþ ìåäàëü. Â ñîðåâíîâàíèè ó÷àñòâóþò 25 ñïîðòñìåíîâ, êàæ-

äûé � âî âñåõ 25 âèäàõ ñïîðòà. Èìååòñÿ 25 ýêñïåðòîâ, êàæäûé

èç êîòîðûõ äîëæåí ñäåëàòü ïðîãíîç, ñêîëüêî çîëîòûõ ìåäàëåé

ïîëó÷èò êàæäûé ñïîðòñìåí, ïðè ýòîì â åãî ïðîãíîçå êîëè÷åñòâà

ìåäàëåé äîëæíû ÿâëÿòüñÿ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè

ñ ñóììîé 25. Ýêñïåðòà ïðèçíàþò êîìïåòåíòíûì, åñëè îí âåðíî

óãàäàåò êîëè÷åñòâî çîëîòûõ ìåäàëåé õîòÿ áû ó îäíîãî ñïîðòñ-

ìåíà. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì k ýêñïåðòû ìîãóò ñäåëàòü òàêèå
10.8. Íà ïåðèìåòðå òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êè D1, D2, E1,

E2, F1, F2 òàê, ÷òî ïðè îáõîäå ïåðèìåòðà òî÷êè âñòðå÷àþòñÿ â

ïîðÿäêå A, F1, F2, B, D1, D2, C, E1, E2. Îêàçàëîñü, ÷òî AD1 =
= AD2 = BE1 = BE2 = CF1 = CF2. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðèìåòðû

òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ òðîéêàìè ïðÿìûõ AD1, BE1, CF1

è AD2, BE2, CF2, ðàâíû.


