
Задача №10-T1. Падение в бездну
1. Пусть m – масса шарика, ускорение свободного падения равняется g⃗, а сила

сопротивления, действующая на шарик, определяется выражением F⃗с = −kv⃗,
где v⃗ – скорость движения шарика. Запишем для одного шарика второй закон
Ньютона:

ma⃗ = mg⃗ − kv⃗.

Проецируя уравнение на горизонтальную ось x, получим:

max = −kvx ⇒ ∆x =
mv0x

k
,

где ∆x – установившееся горизонтальное перемещение шарика с начальной гори-
зонтальной компонентой скорости v0x. Если v0x = v0, где v0 – начальная скорость
шариков при бросании, то ∆x = S. Тогда для шарика, брошенного под углом α
к горизонту, получим:

∆x = S cosα.

Шарики, одновременно брошенные Глюком и Багом горизонтально и под углом
α = 60◦ к горизонту соответственно так, как показано на рис. 2 в условии задачи,
в установившемся режиме движутся вдоль одной вертикальной прямой. Значит,
расстояние между плоскостями обрывов l = L cosφ = L

√
3/2 является суммой

величин горизонтальных перемещений брошенных шариков. Таким образом:

l = S + S cosα =
3S

2
,

откуда:
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L =
√
3S.

2. Первое решение:
Запишем второй закон Ньютона для шариков, брошенных Глюком и Багом:

ma⃗Г = mg⃗ − kv⃗Г, ma⃗Б = mg⃗ − kv⃗Б.

Определим ускорение шарика Глюка относительно шарика Бага:

a⃗Г − a⃗Б = a⃗отн = −
k
(
v⃗Г − v⃗Б

)
m

= −
kv⃗отн

m
⇒ a⃗отн = −

kv⃗отн

m
.

S∞

L

Sотн

90− φ

α/2

φ

Поскольку относительное ускорение шариков на-
правлено противоположно направлению их относи-
тельной скорости – относительная скорость шариков
сохраняет своё направление. Значит, относительное
движение шариков будет прямолинейным и прекра-
тится, когда они окажутся на одной вертикали. Изоб-
разим траекторию движения шарика Глюка относи-
тельно шарика Бага. Обратим внимание, что линия,
соединяющая Глюка и Бага, образует с вертикалью
угол 90◦ − φ = 60◦. Поскольку направление относи-
тельной скорости образует угол α/2 с горизонтом, угол между направлением от-
носительного перемещения шариков и линией, соединяющей Глюка и Бага, равен
φ+α/2 = 60◦. Таким образом, показанный на рисунке треугольник является рав-
носторонним. Тогда расстояние S∞ между шариками в установившемся режиме
составляет:

S∞ = L,

или же:

S∞ =
√
3S.

S∞

L

Sотн

Smin

Минимальное расстояние между шариками Smin

достигается в момент, когда относительная скорость
шариков направлена перпендикулярно соединяющей
их линии. Из рисунка находим:

Smin = L sin 60◦,

или же:

Smin =
3S

2
.
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Второе решение:
Введём систему координат xOy, где начало координат O находится в месте

расположения Глюка, ось x направлена вправо, а ось y – вертикально вверх.
Получим зависимости от времени горизонтальных и вертикальных компонент
перемещений одного камня ∆x и ∆y соответственно. Спроецируем уравнение
движения шарика на горизонтальную ось x:

mv̇x = −kvx ⇒
dvx

vx
= −

kdt

m
= −βdt.

Пусть vx0 – начальная проекция скорости шарика на ось x. Интегрируя, получим:

vx(t)∫
vx0

dvx

vx
= ln

vx(t)

vx0
= −βt ⇒ vx(t) = vx0e

−βt.

Интегрируя повторно, получим:

∆x(t) =

t∫
0

vx(t)dt = vx0

t∫
0

e−βtdt =
vx0

β
(1− e−βt).

Таким образом, разность x координат шариков Бага и Глюка составляет:

∆xотн(t) = xБ(t)− xГ(t) = L cosφ−
v0(1 + cosα)

β
(1− e−βt).

С учётом соотношения S = v0/β получим:

∆xотн(t) = L cosφ− S(1 + cosα)(1− e−βt).

Спроецируем уравнение движения шарика на ось y, направленную вертикально
вверх:

mv̇y = −mg − kvy ⇒
dvy

mg

k
+ vy

= −
kdt

m
= −βdt.

Пусть vy0 – начальная проекция скорости шарика на ось y. Интегрируя, получим:

vy(t)∫
vy0

dvy

mg

k
+ vy

= ln
mg + kvy(t)

mg + kvy0
= −βt ⇒ vy(t) = −

mg

k
+

(
mg

k
+ vy0

)
e−βt.
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Для ∆y(t) имеем:

∆y(t) =

t∫
0

vy(t)dt =

t∫
0

(
−
mg

k
+

(
mg

k
+ vy0

)
e−βt

)
dt,

откуда:

∆y(t) = −
mgt

k
+

1

β

(
mg

k
+ vy0

)
(1− e−βt).

Таким образом, разность y координат шариков Бага и Глюка составляет:

∆yотн(t) = yБ(t)− yГ(t) = L sinφ+
v0 sinα

β
(1− e−βt).

С учётом соотношения S = v0/β получим:

∆yотн(t) = L sinφ+ S sinα(1− e−βt).

При t → ∞ имеем:

∆xотн(∞) = L cosφ− S(1 + cosα) = 0.

∆yотн(∞) = L sinφ+ S sinα = S
√
3.

Таким образом S∞ = ∆yотн(∞), а значит:

S∞ = S
√
3.

Пусть (1− e−βt) = z. Тогда для расстояния r(z) между камнями имеем:

r(z) =
√

∆x2
отн(z) + ∆y2отн(z) =

√
(L cosφ− zS(1 + cosα))

2
+ (L sinφ+ zS sinα)2.

Раскрывая скобки, получим:

r(z) =
√
L2 + 2z2S2(1 + cosα)− 2LSz(cosφ(1 + cosα)− sinφ sinα).

Подставляя углы α, φ, а также расстояние L:

r(z) = S
√
3(1 + z2 − z).

Расстояние достигает своего минимума при минимальном значении подкоренного
выражения, которому соответствует вершина параболы:

zmin =
1

2
.

Таким образом:

Smin =
3S

2
.
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Задача №10-T2. Столкновение на спице
1. Поскольку цилиндры являются невесомыми, равнодействующая прило-

женных к ним сил в любой момент должна быть равна нулю. Так как трения
между спицей и цилиндрами нет, спица действует на цилиндры в направлении,
перпендикулярном спице, то есть в вертикальном. До столкновения цилиндров
на них действуют только силы натяжения нитей и силы реакции со стороны спи-
цы. Тогда условие равенства нулю равнодействующей приложенных к цилиндрам
сил возможно, если участки нитей, соединяющие цилиндры с бусинкой и грузом,
в любой момент ориентированы вертикально. Из этого следует, что столкновение
цилиндров произойдёт в момент, когда бусинка, груз и цилиндры будут располо-
жены практически на одной вертикали.

Обратим внимание, что скорость груза в любой момент направлена горизон-
тально. В момент столкновения цилиндров скорость бусинки также направлена
горизонтально. Пусть vотн – скорость относительного движения бусинки и груза
в момент столкновения цилиндров. Определим vотн из закона сохранения ме-
ханической энергии. К рассматриваемому моменту вертикальное перемещение
бусинки направлено вниз и равно L/2, так как нити являются нерастяжимыми.
Поскольку система замкнута в направлении спицы – её импульс в данном на-
правлении равен нулю. Отсюда получим связь скоростей v1 и v2 бусинки и груза
соответственно с величиной их относительной скорости vотн в момент столкно-
вения цилиндров:

v1 =
m2vотн

m1 +m2
, v2 =

m1vотн

m1 +m2
⇒ Ek =

m1v
2
1

2
+

m2v
2
2

2
=

m1m2v
2
отн

2(m1 +m2)
.

Запишем закон сохранения механической энергии:

Ek =
m1m2v

2
отн

2(m1 +m2)
= −∆Wp =

m1gL

2
⇒ v2отн = gL

(
1 +

m1

m2

)
.

Находим скорости v1 и v2 бусинки и груза соответственно непосредственно перед
столкновением цилиндров:

v1 =

√
gL

1 +m1/m2
, v2 =

m1

m2

√
gL

1 +m1/m2
.

2. В момент столкновения цилиндров все силы, действующие на бусинку и
груз, являются вертикальными. Поскольку груз может перемещаться только по
горизонтали, его ускорение в рассматриваемый момент равно нулю.

Пусть a1 – проекция ускорения бусинки в момент столкновения цилиндров на
ось, направленную вертикально вверх. Из второго закона Ньютона для бусинки
и груза получим:

2T1 = m1(g + a1), T2 = T1 +m2g,
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откуда:

T1 =
m1(g + a1)

2
, T2 = m2g +

m1(g + a1)

2
.

Таким образом, для решения задачи необходимо определить a1. Далее можно
действовать разными способами.

Первый способ:
Пусть a⃗б и a⃗г – ускорения бусинки и груза относительно лабораторной си-

стемы отсчёта, а a⃗отн – ускорение бусинки в системе отсчёта, связанной с грузом.
Тогда ускорение бусинки можно представить в следующем виде:

a⃗б = a⃗г + a⃗отн.

Обратим внимание, что в рассматриваемый момент ускорение груза равняется
нулю. Значит, в рассматриваемый момент ускорение бусинки в системе отсчёта,
связанной с грузом, направлено вертикально вверх и равно a1. Дальнейшее ре-
шение задачи проведём в системе отсчёта, связанной с грузом. Непосредственно
перед столкновением цилиндров относительная скорость бусинки и груза направ-
лена горизонтально, значит:

a1 = aотн =
v2отн
ρ

,

где ρ – радиус кривизны траектории бусинки при движении в системе отсчёта
груза.

0

y

x

L

L/2

11

Проанализируем траекторию относительного дви-
жения бусинки и груза. В системе отсчёта груза вве-
дём систему координат xOy с началом в нижней точке
траектории бусинки относительно груза (см. рис). За-
пишем условие постоянства длины нити 1:

L =

(
L

2
− y

)
+

√√√√(L

2
− y

)2

+ x2 ⇒ y =
x2

2L
.

Таким образом, траектория движения бусинки в системе отсчёта груза представ-
ляет собой параболу.

Определим радиус кривизны ρ в вершине параболы, используя аналогию со
свободным полётом материальной точки в поле тяжести.

Пусть скорость материальной точки в некоторый момент равна v0 и направ-
лена горизонтально. Материальная точка движется в однородном поле тяжести
с ускорением свободного падения g, направленным вертикально вниз. Введём си-
стему координат xOy, где O – положение точки в рассматриваемый момент, ось
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x направлена горизонтально, а ось y направлена вертикально вниз. Тогда через
прошедшее время t от рассматриваемого момента:

x = v0t, y =
gt2

2
⇒ y =

gx2

2v20
=

x2

2p
.

Величина p называется фокальным параметром параболы. Определим радиус
кривизны ρ0 траектории материальной точки в вершине параболы. Из второго
закона Ньютона в рассматриваемый момент:

mv20
ρ0

= mg ⇒ ρ0 =
v20
g

= p.

Вернёмся к определению радиуса кривизны траектории бусинки в системе
отсчёта груза в момент столкновения цилиндров. Фокальный параметр параболы
для траектории относительного движения бусинок равен L, поэтому радиус кри-
визны траектории относительного движения бусинок в рассматриваемый момент
составляет:

ρ = L.

Примечание: Тот же результат может быть получен из непосредственного
анализа кривой, задающей траекторию относительного движения бусинки и гру-
за.

Рассмотрим произвольную кривую, заданную зависимостью y(x). Пусть φ –
угол наклона касательной к кривой. Тогда:

dy

dx
= y′ = tgφ ⇒

d2y

dx2
= y′′ =

1

cos2 φ

dφ

dx
=

φ′

cos2 φ
.

Радиус кривизны произвольной плоской кривой определяется выражением:

ρ =

∣∣∣∣∣ dldφ
∣∣∣∣∣,

где dl – элемент длины кривой, а dφ – угол между касательными к кривой на
концах выделенного элемента. Но dl = dx/ cosφ, поэтому:

ρ =

∣∣∣∣∣ 1

cosφ

dx

dφ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1

φ′ cosφ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1

y′′ cos3 φ

∣∣∣∣∣.
Но 1/ cos2 φ = 1 + tg2 φ = 1 + y′2, поэтому:

ρ =
(1 + y′2)3/2

|y′′|
.
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Применим полученное выражение в случае рассмотрения траектории движения
бусинки относительно груза. Определим y′ и y′′:

y′ =
x

L
, y′′ =

1

L
.

Тогда в точке с координатой x = 0:

ρ = L.

Таким образом:

a1 =
v2отн
L

= g

(
1 +

m1

m2

)
.

Второй способ:
В рассматриваемый момент тангенциальное ускорение бусинки равно нулю,

поэтому её ускорение a1 определяется выражением:

a1 =
v21
ρ1
,

где ρ1 – радиус кривизны траектории бусинки в рассматриваемый момент. Про-
анализируем траекторию бусинки в лабораторной системе отсчёта. Введём систе-
му координат xOy с началом в нижней точке траектории бусинки. Направления
координатных осей совпадают с введёнными на рисунке к первому способу ре-
шения. Центр масс системы не перемещается вдоль оси x, поэтому:

m1x1 +m2x2 = 0 ⇒ x2 = −
m1x1

m2
.

Запишем условие постоянства длины нити 1:

L =

(
L

2
− y1

)
+

√√√√(L

2
− y1

)2

+ (x1 − x2)2.

Отсюда:

(x1 − x2)
2 = x2

1 (1 +m1/m2)
2
= 2Ly1 ⇒ y1(x1) =

x2
1(1 +m1/m2)

2

2L
.

Таким образом, траектория движения бусинки в лабораторной системе отсчёта
является параболой. Поиск радиуса кривизны в её вершине уже был осуществлён
в рамках первого решения, поэтому:

ρ1 =
L

(1 +m1/m2)2
.
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Таким образом:

a1 =
v21(1 +m1/m2)

2

L
= g

(
1 +

m1

m2

)
.

Третий способ:

m1

1 1

m2

φ

v⃗отн

θ = φ/2

Пусть a⃗б и a⃗г – ускорения бусинки и груза относи-
тельно лабораторной системы отсчёта, а a⃗отн – уско-
рение бусинки в системе отсчёта, связанной с грузом.
Тогда ускорение бусинки можно представить в следу-
ющем виде:

a⃗б = a⃗г + a⃗отн.

Обратим внимание, что в рассматриваемый момент
ускорение груза равняется нулю. Значит, в рассмат-
риваемый момент ускорение бусинки в системе отсчё-
та, связанной с грузом, направлено вертикально вверх и равно a1. Дальнейшее
решение задачи проведём в системе отсчёта, связанной с грузом. Рассмотрим
условие постоянства длины нити 1. Пусть в некоторый момент участок нити 1,
соединяющий бусинку с грузом, образует угол φ с вертикалью. Найдём угол θ
между направлением скорости бусинки относительно груза и горизонтом. По-
скольку скорости цилиндров направлены горизонтально, длина вертикального
участка нити 1, соединяющего бусинку с цилиндром, изменяется со скоростью
uбц, равной:

uбц = vотн sin θ.

Длина участка нити 1, соединяющего бусинку с грузом, изменяется со скоростью
uбг, равной:

uбг = v cos(φ+ 90− θ) = vотн sin(θ − φ).

Поскольку длина нити 1 остаётся постоянной:

uбц + uбг = 0 ⇒ sin θ = sin(φ− θ) ⇒ θ =
φ

2
.

Этот результат можно также получить из условия направления скорости бусин-
ки вдоль биссектрисы внешнего угла между участками нити 1 (см. рис). Это
является следствием оптического свойства параболы.

В рассматриваемый момент тангенциальное ускорение бусинки в рассматри-
ваемой системе отсчёта равняется нулю, поэтому для проекции ускорения бусин-
ки a1 на ось, направленную вертикально вверх, имеем:

a1 = −vотн
dθ

dt
= −

vотнφ̇

2
.
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Найдём величину φ̇. Поскольку в рассматриваемый момент расстояние между
бусинкой и грузом равно L/2:

vотн = −
Lφ̇

2
⇒ φ̇ = −

2vотн

L
.

Подставляя φ̇ в выражение для a1, получим:

a1 =
v2отн
L

= g

(
1 +

m1

m2

)
.

Четвёртый способ:

m1

y r

m2

φ

x

Обозначим за y смещение бусинки в направлении «вер-
тикально вниз», за x – расстояние между цилиндрами, а за r
– длину участка нити 1, соединяющего груз и бусинку. Пусть
в некоторый момент участок нити 1, соединяющий груз и
бусинки, образует угол φ с вертикалью, тогда y = x ctgφ и
r = x/ sinφ. Из условия нерастяжимости нити получим:

L = y + r = x ctgφ+
x

sinφ
.

Отсюда:

x =
L sinφ

1 + cosφ
y =

L cosφ

1 + cosφ
.

В рассматриваемый момент φ = 0. Далее нижний индекс 0 соответству-
ет рассматриваемому моменту. В рассматриваемый момент проекция ускорения
бусинки на ось, направленную вертикально вверх, определяется выражением
a1 = −d2y0/dt

2. Дифференцируя y по времени, получим:

dy

dt
= −

Lφ̇(sinφ+ sinφ cosφ− sinφ cosφ)

(1 + cosφ)2
= −

L sinφ φ̇

(1 + cosφ)2
.

Продифференцируем по времени величину dy/dt:

d2y

dt2
= −

L sinφ φ̈

(1 + cosφ)2
−

2L sin2 φ φ̇2

(1 + cosφ)3
−

L cosφ φ̇2

(1 + cosφ)2
.

Поскольку в рассматриваемый момент φ = 0:

a1 =
Lφ̇2

0

4
.
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Определим величину φ̇0. Для этого продифференцируем по времени выражение
для x:

dx

dt
=

Lφ̇(cosφ+ cos2 φ+ sin2 φ)

(1 + cosφ)2
=

Lφ̇

1 + cosφ
.

В рассматриваемый момент φ = 0, а dx/dt = −vотн. Тогда:

−vотн =
Lφ̇0

2
⇒ φ̇0 = −

2vотн

L
.

Таким образом:

a1 =
v2отн
L

= g

(
1 +

m1

m2

)
.

Подставляя a1 в выражения для T1 и T2, находим:

T1 = m1g

(
1 +

m1

2m2

)
, T2 =

(
m1 +m2 +

m2
1

2m2

)
g.

Задача №10-T3. Из Архива ЦПМК

1. Пусть ∆p – отличие давления воздуха под поршнем от атмосферного в
начале процесса. Поршень придёт в движение, когда давление ртути на поршень
сравняется с избыточным давлением воздуха под поршнем, откуда:

p0 + ρgh1 = p0 +∆p ⇒ h1 =
∆p

ρg
.

Температура воздуха под поршнем может считаться постоянной. Поскольку ниж-
няя часть трубы закрыта, количество воздуха под поршнем также будет оставать-
ся постоянным. Тогда, если давление воздуха под поршнем обозначить за pв, его
зависимость от x определяется законом Бойля–Мариотта:

pвV = const ⇒ pв =
(p0 +∆p)L

L− x
.

Пусть уровень ртути в сосуде равен h. Тогда давление pр ртути на поршень
составляет:

pр = p0 + ρg(h+ x).

В положении равновесия давление воздуха под поршнем равно давлению ртути
на поршень, поэтому:

p0 + ρg(x+ h) =
(p0 +∆p)L

L− x
.
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Когда уровень ртути в сосуде достигает максимального значения hmax, величина
x = xmax, получаем:

∆p

ρg
= h1 =

(
p0

ρg
+ xmax + hmax

)(
1−

xmax

L

)
−

p0

ρg
,

или с учётом p0/(ρg) = h0:

h1 =
(h0 + hmax + xmax)(L− xmax)

L
− h0 = 380 мм.

2. Перепишем условие равновесия поршня в следующем виде:

(h0 + h+ x)(L− x) = (h0 + h1)L.

Раскроем скобки и получим:

x2 − (L− h0 − h)x+ (h1 − h)L = 0.

Обратим внимание, что при h > h1 свободный член полученного квадратного
уравнения является отрицательным, что следует из теоремы Виета, а значит
уравнение имеет ровно один положительный корень. Тогда, поскольку нахожде-
ние поршня выше упоров не является возможным, при h > h1 поршень имеет
единственное положение равновесия. Так как ∆h ≪ h1, свободный член можно
принять равным нулю. Сокращая решение x = 0, получим:

x1 = L− h0 − h1,

или же:

x1 = L−
(h0 + hmax + xmax)(L− xmax)

L
= 1900 мм.

3. После того, как уровень ртути в сосуде окажется ниже верхней части
трубы, положение равновесия поршня перестанет изменяться. Решим квадратное
уравнение, получаемое из условия равновесия поршня, при h = 0:

x2(1,2) =
L− h0 ±

√
(L− h0)2 − 4Lh1

2
= 0.76 м, 1.52 м.

Таким образом, когда уровень ртути в сосуде понизится до практически нулевого,
поршень имеет два положения равновесия и расположится в том из них, которое
является устойчивым. Проанализируем оба найденных положения равновесия
поршня на устойчивость.
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Положение равновесия поршня является устойчивым, если при повышении
расстояния между ним и упорами давление воздуха под поршнем становится
выше, чем давление ртути на поршень. Если расстояние между поршнем и упо-
рами увеличилось на малую величину ∆x, то условия устойчивости положения
равновесия поршня можно записать следующим образом:

p0 + ρg(h+ x+∆x) <
(p0 +∆p)L

L− x−∆x
.

Используя условие равновесия, получим:

ρg∆x <
(p0 +∆p)L

L− x−∆x
− (p0 + ρg(h+ x)) =

(p0 +∆p)L

L− x−∆x
− (p0 +∆p)L

L− x
,

С учётом малости ∆x имеем:

ρg∆x <
(p0 +∆p)L∆x

(L− x−∆x)(L− x)
≈

(p0 +∆p)L∆x

(L− x)2
⇒ ρg <

(p0 +∆p)L

(L− x)2
.

Определим значения x, при которых положения равновесия поршня является
устойчивым:

L > x > L−

√
(p0 +∆p)L

ρg
= L−

√
(h0 + h1)L = xкр ≈ 1178 мм.

Таким образом, положение равновесия x2(1) = 760 мм является неустойчивым,
а x2(2) = 1520 мм – устойчивым. Отметим, что при h = 0 положение x = 0
также является положением равновесия, поскольку для данного положения дав-
ление воздуха под поршнем будет выше, чем давление ртути на поршень, равное
атмосферному. Однако, пока поршень не окажется на расстоянии x = xкр от
упоров, он всегда будет располагаться в устойчивом положении равновесия. При
этом величина x монотонно возрастает с увеличением уровня h ртути в сосуде.
Поскольку найденная при h = 0 величина x2(2) > xкр, то поршень в процессе
понижения уровня ртути в сосуде всегда расположен в положении устойчиво-
го равновесия и не может его покинуть. Таким образом, конечному положению
поршня соответствует следующая величина x2:

x2 =
L− h0 +

√
(L+ h0)2 − 4(h0 + hmax + xmax)(L− xmax)

2
= 1520 мм.

Примечание: Исследование на устойчивость положений равновесия поршня
можно осуществить не только аналитически, но и графически. Для это построим



Заключительный этап Всероссийской олимпиады по физике

график зависимости pв(x) (чёрная линия на рис.), а поверх него — прямые pр(x)
при различных значениях h, где давления измеряются в миллиметрах ртутно-
го столба. Точки пересечения графиков функций pв(x) и pр(x) соответствуют
положениям равновесия поршня. Если вблизи точки пересечения с увеличени-
ем x функция pв(x) возрастает на большую величину, чем функция pр(x), то
при малом смещении поршня равнодействующая приложенных к нему сил бу-
дет направлена противоположно смещению поршня, и, следовательно, положе-
ния равновесия будет являться устойчивым. Если же вблизи точки пересечения
с увеличением x функция pв(x) возрастает на меньшую величину, чем функция
pр(x), то при малом смещении поршня равнодействующая приложенных к нему
сил будет направлена вдоль смещения поршня, и, следовательно, положение рав-
новесия поршня будет являться неустойчивым. Из рисунка видно, что при h > h1

все положения равновесия поршня являются устойчивыми, а положение равнове-
сия x = 0 при h = h1 является неустойчивым. Если мы рассмотрим случай h = 0
(красная прямая на графике), то точка пересечения x2(1) = 760 мм соответствует
неустойчивому, а x2(2) = 1520 мм – устойчивому положению равновесия.

4. Используя результаты решения первого пункта, определим величину h1,
при которой поршень приходит в движение:

h1 =
(h0 + hmax + xmax)(L− xmax)

L
− h0 = 1140 мм.
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Запишем условие равновесия поршня:

x2 − x(L− h0 − h) + L(h1 − h) = 0.

Решению x = 0 соответствует величина h = h1. Однако при решении второго
пункта мы получали, что при h = h1 у поршня существует второе положение
равновесия на расстоянии x1 от упоров, равном:

x1 = L−
(h0 + hmax + xmax)(L− xmax)

L
= 1140 мм.

Данное положение является устойчивым, что можно показать, используя крите-
рий устойчивости положения равновесия, полученный при решении четвёртого
пункта:

x > L−
√
(h0 + h1)L = xкр ≈ 637 мм.

Данное условие выполнено при x = x1, поэтому в процессе понижения уровня
ртути в сосуде поршень не достигает упоров при h = h1.

При последующем понижении уровня ртути в сосуде у поршня есть два по-
ложения равновесия, одно из которых является устойчивым, а другое – неустой-
чивым. Пока расстояние x между поршнем и упорами удовлетворяет условию
x > xкр, поршень располагается в положении устойчивого равновесия. Когда
расстояние между поршнем и упорами станет равны x = xкр, два положения
равновесия поршня, одно из которых является устойчивым, а второе – неустойчи-
вым, совпадут и станут единым положением неустойчивого равновесия по отно-
шению к смещению в сторону упоров. Данное положение соответствует касанию
на графиков зависимостей pв(x) и pр(x), приведённых в примечании к решению
четвёртого пункта задачи. Из этого же графика видна неустойчивость данного
положения равновесия поршня по отношению к смещению в сторону упоров.

Таким образом, если при некотором значении h = h2 поршень оказывается в
положении x = xкр, то при данном значении h во всех положениях, кроме x = xкр,
давление воздуха под поршнем будет больше, чем давление ртути на поршень
(см. рис. ниже), поэтому поршень скачкообразно перемещается в сторону упоров
и при дальнейшем понижении уровня ртути в сосуде от них не оторвётся.

Учтём, что касание графиков соответствует наличию единственного корня
у квадратного уравнения, получаемого из условия равновесия поршня. Восполь-
зуемся теоремой Виета:

2xкр = L− h0 − h2.

После подстановки h1 в выражение для xкр находим:

h2 = 2
√
(h0 + hmax + xmax)(L− xmax)− (L+ h0) ≈ 1007 мм.
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Задача №10-T4. Полёты стержня

1. Определим силу отталкивания Fr2 между сферой и стержнем во втором
эксперименте в зависимости от расстояния rA между концом A стержня и цен-
тром сферы.

Первый способ:
Воспользуемся методом виртуальных перемещений:

Fr2 = −
dWp

drA
,

где rA – расстояние между центром сферы и концом стержня A. Если расстоя-
ние между центром сферы и концом стержня A изменить на величину drA, то
изменение потенциальной энергии будет равно изменению потенциальной эле-
мента стержня длиной drA при перемещении из положения, соответствующего
концу стержня A в положение, соответствующее концу стержня B. Тогда для
dWp имеем:

dWp = λ(φB − φA)drA,

где φA и φB – потенциалы электростатического поля сферы на концах A и B
стержня соответственно. При этом φB ≈ 0, поскольку стержень очень длинный.
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Таким образом:
Fr2 = λφA.

Поскольку сфера заряжена равномерно по поверхности, внутри неё напряжён-
ность электростатического поля равна нулю, а снаружи совпадает с полем то-
чечного заряда Q, расположенного в её центре. Таким образом:

φA(r) =


Q

4πε0R
при rA ≤ R;

Q

4πε0rA
при rA > R,

⇒ Fr2(rA) =


Qλ

4πε0R
при rA ≤ R;

Qλ

4πε0rA
при rA > R.

Второй способ:
Напряжённость Er электростатического поля сферы внутри равна нулю, а

снаружи совпадает с напряжённостью электростатического поля заряда Q, рас-
положенного в центре сферы, поэтому зависимость Er(r) имеет следующий вид:

Er(r) =

0 при r ≤ R;

Q

4πε0r2
при r > R.

Поскольку длина стержня во много раз больше радиуса сферы R, то будем счи-
тать её бесконечной. Тогда для силы Fr2 имеем:

Fr2 =

∞∫
rA

Er(r)λdr.

Если конец A стержня расположен внутри сферы, то сила, действующая на рас-
положенную внутри сферы часть стержня со стороны электростатического поля
сферы, равна нулю. Отсюда:

Fr2 =
λQ

4πε0

∞∫
R

dr

r2
=

λQ

4πε0R
.

Если же конец A стержня расположен вне сферы:

Fr2 =
λQ

4πε0

∞∫
rA

dr

r2
=

λQ

4πε0rA
.

Таким образом:

Fr2(rA) =


Qλ

4πε0R
при rA ≤ R;

Qλ

4πε0rA
при rA > R.
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Обратим внимание, что стержень движется с постоянным ускорением a =
Qλ/(4πε0mR), пока его конец A расположен внутри сферы. Поскольку стержень
начинает движение без начальной скорости, для времени движения T1 и скорости
стержня V1 в момент вылета из сферы имеем:

T1 =

√
2R

a
, V1 = aT1 =

√
2aR,

или:

T1 = R

√
8πε0m

Qλ
, V1 =

√
Qλ

2πε0m
.

2. После вылета стержня из сферы его движение происходит в силовом поле,
обратно пропорциональном расстоянию от его конца A до центра сферы. Пусть
W2(rA) – потенциальная энергия взаимодействия стержня со сферой во втором
эксперименте. Определим квадрат скорости стержня V 2(r) при расстоянии rA
между его концом A и центром сферы:

mV 2(rA)

2
+W2(rA) =

mV 2
1

2
+W2(R) ⇒ V 2(rA) = V 2

1 +
2(W2(R)−W2(rA))

m
.

Тогда для скорости V2 имеем:

V2 = V (l) =

√
V 2
1 +

2(W2(R)−W2(l))

m
.

Для определения разности W2(R)−W2(l) рассмотрим первый эксперимент. Сила
взаимодействия между сферой и стержнем равна силе взаимодействия стержня
с точечным зарядом Q, расположенным в центре сферы. Пусть rC – расстоя-
ние между центрами стержня и сферы. Поскольку стержень очень длинный –
его поле можно вычислить как поле бесконечного стержня. Из теоремы Гаусса
получим:

Φ = 2πrСLEr(r) =
q

ε0
=

λL

ε0
⇒ Er(rC) =

λ

2πε0rC
.

Для силы взаимодействия между стержнем и сферой в первом эксперименте
получим:

Fr1(rC) =
Qλ

2πε0rC
.

Обратим внимание, что сила взаимодействия стержня со сферой в первом экспе-
рименте вдвое больше силы взаимодействия стержня со сферой во втором экспе-
рименте при одинаковых значениях rA и rC . Тогда если W1(rC) – потенциальная
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энергия взаимодействия стержня со сферой в первом эксперименте, имеем:

W1(R)−W1(l) = 2(W2(R)−W2(l)).

При этом из закона сохранения энергии в первом эксперименте имеем:

mu2
0

2
= W1(R)−W1(l) = 2(W2(R)−W2(l)) ⇒

2(W2(R)−W2(l))

m
=

u2
0

2
.

Таким образом:

V 2
2 = V 2

1 +
u2
0

2
,

откуда:

V2 =

√
3Qλ

4πmε0
.

3. Пусть t – время, отсчитываемое от момента вылета стержня из сферы во
втором эксперименте, через которое конец A стержня оказывается на расстоянии
S от центра сферы. При этом возможны два решения, построенных на различных
рассуждениях.

Первое решение:
Рассмотрим движение стержня во втором эксперименте после вылета из сфе-

ры. Силовые поля, в которых стержни движутся в первом и втором эксперимен-
тах, подобны друг другу и отличаются в два раза. Это означает, что если отно-
шение квадратов начальных скоростей v2/V 2

1 = 2, то для любого r = rA = rC
соотношение v21(r)/V

2(r) = 2 будет сохраняться, где v1(r) – скорость стержня в
первом эксперименте. Действительно:

v21(r) = v2 +
2(W1(R)−W1(r))

m
= 2V 2

1 +
4(W2(R)−W2(r))

m
= 2V 2(r).

Тогда во втором эксперименте любой бесконечно малый отрезок dr проходится за
время dt, в

√
2 раз большее времени dτ , за которое тот же отрезок dr проходится

стержнем в первом эксперименте. Таким образом:

t =
√
2τ(

√
2V1) =

√
2τ0y(

√
2V1/v0).

Второе решение:
Рассмотрим движение стержня во втором эксперименте после вылета из сфе-

ры. Силовые поля, в которых стержни движутся в первом и втором эксперимен-
тах, подобны друг другу и отличаются в два раза. Обратим внимание, что гра-
фик зависимости y(x), описывающий зависимость τ(v) в первом эксперименте,
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не изменяет свою форму при изменении параметров Q, λ, m и R. Если величину
произведения Qλ уменьшить в два раза, то зависимость y(x) описывает зависи-
мость времени t от скорости стержня V1 на поверхности сферы, где y = t/t0 и
x = V1/V0, а t0 =

√
2τ0 и V0 = v0/

√
2. Тогда для времени t имеем:

t = t0y(V1/V0) =
√
2τ0y(

√
2V1/v0).

Определим координату x на графике, приведённом для первой серии экспе-
риментов:

x1 =

√
2V1

v0
= 2.

При этом y(2) ≈ 0.43. Тогда имеем:

t = Ry(2)

√
8πε0m

Qλ
.

Полное время движения стержня T складывается из T1 и t, поэтому:

T = R(1 + y(2))

√
8πε0m

Qλ
,

или же:

T ≈ 7.17 ·R

√
mε0

Qλ
≈ 2.02 ·R

√
m

kQλ
.

Задача №10-T5. Электротетраэдр
1. Первое решение:

E1E0(1),r0(1)

I1
B

A

Рис.1

Для определения величины силы тока, те-
кущего через первый источник, воспользуемся
методом эквивалентного источника. Всю остав-
шуюся часть тетраэдра, подключённую к вы-
водам A и B первого источника, можно заме-
нить одним эквивалентным источником с внут-
ренним сопротивлением r0(1) и ЭДС E0(1). При
этом эквивалентная схема для определения си-
лы тока, текущего через первый источник, бу-
дет выглядеть так, как показано на рис. 1.

Сразу найдём сопротивление эквивалент-
ного источника r0(1), подключенного к узлам A и B. Для этого заменим вто-
рой источник идеальной перемычкой и рассчитаем сопротивление моста между
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узлами A и B:

r0(1) = rAB =
R1R2

R1 +R2
+

R3R4

R3 +R4
.

Величина силы тока I1, текущего через первый источник, определяется выраже-
нием:

I1 =
E0(1) + E1

r0(1)
.

Пусть верхний индекс (−) соответствует величине силы тока через источник при
изменённой на противоположную полярности его подключения. Тогда:

I−1 =
E0(1) − E1

r0(1)
.

Из данного выражения видно, что независимость от полярности подключения
первого источника величины силы текущего через него тока возможно, если
E0(1) = 0. Поймём, при каком условии это возможно. ЭДС E0(1) эквивалентно-
го источника равна показаниям идеального вольтметра, подключённого в цепь
к узлам A и B вместо первого источника. Показания вольтметра будут равны
нулю, если мост, составленный из резисторов с сопротивлениями R1, R2, R3 и R4

будет сбалансирован, откуда получим связь между сопротивлениями резисторов:

R1

R2
=

R3

R4
.

Таким образом, сила тока, текущего через первый источник, равна I1 = E1/r0(1).

E2E0(2),r0(2)

I2
D

C

Рис.2

Теперь определим силу тока, текущего че-
рез второй источник, вновь используя метод
эквивалентного источника. Всю оставшуюся
часть тетраэдра (включая первый источник),
подключённую к выводам C и D второго ис-
точника, заменим эквивалентным источником с
внутренним сопротивлением r0(2) и ЭДС E0(2).
При этом эквивалентная схема для определения
силы тока, текущего через второй источник, бу-
дет выглядеть так, как показано на риc. 2.

Величина силы тока I2, текущего через вто-
рой источник, определяется выражением:

I2 =
E2 + E0(2)

r0(2)
.
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Обозначим силу тока, текущего через второй источник при изменённой поляр-
ности подключения первого источника, за I ′2. Поскольку E0(2) ∼ E1, величина I ′2
определяется выражением:

I ′2 =
E2 − E0(2)

r0(2)
.

Сразу найдём сопротивление эквивалентного источника r0(2), подключённого к
узлам C и D. Для этого заменим первый источник идеальной перемычкой и
рассчитаем сопротивление моста между узлами C и D:

r0(2) = rCD =
R2R4

R2 +R4
+

R1R3

R1 +R3
.

ЭДС E0(2) эквивалентного источника равна показаниям идеального вольтмет-
ра, подключённого в цепь к узлам C и D вместо второго источника. Показания
вольтметра будут равны нулю, поскольку мост является сбалансированным и для
подключения вольтметра вместо второго источника. Действительно:

R1

R2
=

R3

R4
⇒

R1

R3
=

R2

R4
.

Таким образом, величина силы тока, текущего через второй источник и равная
I2 = E2/r0(2), не зависит от полярности подключения первого источника, а зна-
чит:

I ′2 = I2 = 2 А.

Второе решение:
Воспользуемся методом наложения токов. Будем искать силы токов в ветвях

цепи как суперпозицию сил токов, текущих в данных ветвях под действием одно-
го источника, при условии, что другой источник в силу его идеальности заменён
идеальной перемычкой.

Пусть перемычкой заменён второй источник. Обозначим силы токов, теку-
щих через первый и второй источники при этом, за I1(1) и I2(1) соответственно
(см. рис. 3). Тогда при смене полярности подключения первого источника направ-
ление тока I1(1), текущего через него, изменится на противоположное, а величина
силы тока останется неизменной.

Теперь перемычкой заменим первый источник. Обозначим силы токов, те-
кущих через первый и второй источники при этом, за I1(2) и I2(2) соответственно
(см. рис. 4).

Если сила тока I1(2), текущего в перемычке под действием второго источ-
ника, не равна нулю, то сохранение величины силы полного тока через первый
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E1
I1(1) AB

R1 R3

R2 R4

I2(1)

D

C

Рис.3

I1(2) AB

R1 R3

R2 R4

E2

I2(2)

D

C

Рис.4

источник при смене его полярности невозможно. Значит, сила тока I1(2), текуще-
го в перемычке AB под действием второго источника, равна нулю. Это возможно,
только если мост является сбалансированным. Тогда имеем следующее соотно-
шение между сопротивлениями:

R1

R2
=

R3

R4
.

Обратим внимание, что данное условие также является условием балансировки
моста, к которому подключён первый источник, когда второй заменён перемыч-
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кой CD. Значит, сила тока I2(1), текущего в перемычке CD под действием первого
источника, также равна нулю. Отсюда можно сделать вывод, что силы токов, те-
кущих через первый и второй источники, определяются только величинами ЭДС
соответствующих источников и полярностями их подключений. Таким образом,
сила тока I ′2, текущего через второй источник при смене полярности подключе-
ния первого источника, равна:

I ′2 = I2 = 2 А.

Третье решение:
Расставим в исходной схеме токи с учётом закона сохранения заряда. В дан-

ной схеме есть 3 независимых тока, поэтому достаточно ввести лишь 3 силы тока
I1, I2 и I3 (см. рис. 5).

E1
I1

AB

R1I3 − I2
R3 I3

R2I1 + I2 − I3
R4 I1 − I3

E2

I2

D

C

Рис.5

HG

FE

Применим второе правило Кирхгофа к контуру CDGE:

E2 = I1R2 + I2(R1 +R2)− I3(R1 +R2).

Применим второе правило Кирхгофа к контуру CDHF :

E2 = I3(R3 +R4)− I1R4 ⇒ I3 =
I1R4 + E2
R3 +R4

.

Применим второе правило Кирхгофа к контуру ABGDH:

E1 = I3(R1 +R3)− I2R1.
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Исключая I3, получим следующую систему уравнений относительно I1 и I2:
E1 =

(I1R4 + E2)(R1 +R3)

R3 +R4
− I2R1;

E2 = I1R2 + I2(R1 +R2)−
(I1R4 + E2)(R1 +R2)

R3 +R4
.

Выразим I2 из первого уравнения системы и подставим во второе:

E2 = I1R2 −
I1R4(R1 +R2)

R3 +R4
−

E2(R1 +R2)

R3 +R4
+

I1R4(R1 +R2)(R1 +R3)

R1(R3 +R4)
+

+
E2(R1 +R2)(R1 +R3)

R1(R3 +R4)
−

E1(R1 +R2)

R1
.

Отсюда:

E1 + E2

(
R1

R1 +R2
−

R3

R3 +R4

)
= I1

(
R1R2

R1 +R2
+

R3R4

R3 +R4

)
.

Аналогично выразим I1 из первого уравнения системы и подставим во второе:

E2 = I2(R1 +R2)−
(E1 + I2R1)(R1 +R2)

R1 +R3
+

(E1 + I2R1)(R3 +R4)R2

R4(R1 +R3)
−

E2R2

R4
.

Отсюда:

E2 + E1

(
R4

R2 +R4
−

R3

R1 +R3

)
= I2

(
R2R4

R2 +R4
+

R1R3

R1 +R3

)
.

Рассмотрим выражение для силы тока I1. Поскольку при изменении полярности
подключения первого источника величина силы тока, текущего через него, не
изменяется, коэффициент при E2 равен нулю. Отсюда:

R1

R1 +R2
=

R3

R3 +R4
⇒

R1

R2
=

R3

R4
.

Обратим внимание, что в выражении для силы тока I2 коэффициент перед E1
также равен нулю. Действительно:

R4

R2 +R4
−

R3

R1 +R3
=

R1R4 −R2R3

(R2 +R4)(R1 +R3)
= 0.

Таким образом, величина силы тока I ′2, текущего через второй источник при
смене полярности подключения первого источника, равна:
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I ′2 = I2 = 2 А.

2. Первое решение:
Величины сил токов I2а и I2б в случаях ”а” и ”б” соответственно будут опре-

деляться сопротивлением моста, подключенного к выводам C и D второго ис-
точника:

I2а =
E2
rа
, I2б =

E2
rб
.

Поскольку мост является сбалансированным, удаление перемычки AB не приве-
дёт к изменению сопротивления моста между узлами C и D. Тогда сопротивле-
ния моста rа и rб будут одинаковыми и равными сопротивлению эквивалентного
источника r0(2), найденному при решении первого пункта, т.е. I2а = I2б. Тогда,
поскольку I2 = E2/r0(2):

I2а = I2б = I2 = 2 А.

Второе решение:
Величины сил токов I2а и I2б в случаях ”а” и ”б” соответственно будут опре-

деляться сопротивлением моста, подключенного к выводам C и D второго ис-
точника:

I2а =
E2
rа
, I2б =

E2
rб
.

Поскольку мост является сбалансированным, удаление перемычки AB не приве-
дёт к изменению сопротивления моста между узлами C и D. Тогда сопротивления
моста rа и rб будут одинаковыми, значит I2а = I2б. Из решения первого пункта
следует:

I1 = I1(1), I2 = I2(2).

Тогда замена первого источника перемычкой не изменит величину силу тока I2,
поскольку величина I2(2) найдена для схемы, которую предлагается рассмотреть
в случае ”б” (см. рис. 4). Таким образом:

I2а = I2б = I2 = 2 А.

Третье решение:
Величина силы тока, текущего через источник в исходной схеме, определя-

ется выражением:

I2 =
E2

R2R4

R2 +R4
+

R1R3

R1 +R3

.
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Величины сил токов I2а и I2б в случаях ”а” и ”б” соответственно будут определять-
ся сопротивлением моста, подключенного к выводам C и D второго источника:

I2а =
E2
rа
, I2б =

E2
rб
.

Сопротивление rб определяется выражением:

rб =
R2R4

R2 +R4
+

R1R3

R1 +R3
,

откуда следует, что I2б = I2. Поскольку R1R4 = R2R3, при подключении второго
источника к узлам C и D мост является сбалансированным при наличии пере-
мычки AB. Тогда удаление перемычки AB не изменит сопротивления между
узлами C и D, т.е rа = rб. Таким образом:

I2а = I2б = I2 = 2 А.

3. Силы токов I1 и I2, текущих через первый и второй источники соответ-
ственно, определяются выражениями:

E1 = I1

(
R1R2

R1 +R2
+

R3R4

R3 +R4

)
, E2 = I2

(
R2R4

R2 +R4
+

R1R3

R1 +R3

)
.

Введём два обозначения:

R1 = kR2, R4 = αR2.

Тогда R3 = αkR2, и для сил токов I1 и I2, текущих через первый и второй
источники соответственно, имеем:

I1 =
E1
R2

·
1 + k

k(1 + α)
, I2 =

E2
R2

·
1 + α

α(1 + k)
.

Перемножая почленно эти равенства, получим, что

I1I2 =
E1E2
R2

2αk
⇒ αk =

E1E2
I1I2R2

2

= 4.

Заметим, что из условия задачи следует:

E1
I1

=
E2
I2
.
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Тогда из этого соотношения и выражений для I1 и I2 получаем

α(1 + k)

1 + α
=

k(1 + α)

1 + k
⇒ α(1 + k)2 = k(1 + α)2.

Раскроем скобки:

α+ 2αk + k2α = k + 2αk + α2k ⇒ α+ 4k = k + 4α ⇒ α = k.

Учитывая, что αk = 4, имеем k = α = 2. Тогда находим:

R1 = R4 = 2R2 = 6 Ом, R3 = 4R2 = 12 Ом.


