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Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2020�2021 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíü

Óñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷

9 êëàññ
9.1. Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíî 1000 òî÷åê, êàæäàÿ îêðàøåíà â îäèí

èç k öâåòîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè ëþáûõ ïÿòè ïîïàðíî ïåðåñå-

êàþùèõñÿ îòðåçêîâ, êîíöàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ 10 ðàçëè÷íûõ

îòìå÷åííûõ òî÷åê, íàéäóòñÿ õîòÿ áû òðè îòðåçêà, ó êàæäîãî èç

êîòîðûõ êîíöû èìåþò ðàçíûå öâåòà. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì k
ýòî âîçìîæíî? (Ñ. Áåðëîâ)

Îòâåò. Ïðè k = 143.
Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà îêðóæíîñòè åñòü 8 òî÷åê

îäíîãî öâåòà (ñêàæåì, êðàñíîãî). Äîáàâèì ê íèì åù�å äâå îòìå-

÷åííûõ òî÷êè, ïîëó÷èâ äåñÿòèóãîëüíèê A1A2 . . . A5B1B2 . . . B5.

Òîãäà îòðåçêè A1B1, A2B2, . . . , A5B5 ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ, è

ñðåäè íèõ åñòü òðè îòðåçêà, ó êîòîðûõ âñå êîíöû êðàñíûå. Ýòî

ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Òàêèì îáðàçîì, òî÷åê êàæäîãî öâåòà íå

áîëüøå ñåìè, ïîýòîìó k > 1000
7

, òî åñòü k > 143.

Ïðè k = 143 îòìåòèì äîïîëíèòåëüíóþ, 1001-þ, òî÷êó è ðàç-
äåëèì âñå îòìå÷åííûå òî÷êè íà 143 ãðóïïû ïî 7 ïîäðÿä èäóùèõ
òî÷åê. Êàæäóþ ãðóïïó îêðàñèì ñâîèì öâåòîì. Ïóñòü A1B1, . . . ,

A5B5 �ïÿòü ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ ñ êîíöàìè â îò-

ìå÷åííûõ òî÷êàõ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè A1, A2, . . . , A5, B1,

B2, . . . , B5 ðàñïîëîæåíû íà îêðóæíîñòè èìåííî â ýòîì ïîðÿä-

êå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòðåçîê A1B1 èìååò îäíîöâåòíûå êîíöû

(ñêàæåì, êðàñíûå). Òîãäà ëèáî âñå òî÷êè A1, A2, . . . , A5, ëèáî

âñå òî÷êè B1, B2, . . . , B5 êðàñíûå. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìàêñèìóì

äâå èç òî÷åê B1, B2, . . . , B5 êðàñíûå. Íî òîãäà òðè îòðåçêà, íå

ñîäåðæàùèå ýòèõ òî÷åê, áóäóò èìåòü ðàçíîöâåòíûå êîíöû. Âòî-

ðîé ñëó÷àé àíàëîãè÷åí.

9.2. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Öåëîå ÷èñëî a > 2 íàçîâ�åì

n-ðàçëîæèìûì, åñëè an − 2n äåëèòñÿ íà êàæäîå ÷èñëî âèäà

ad + 2d, ãäå d�íàòóðàëüíûé äåëèòåëü n, îòëè÷íûé îò n. Íàé-
äèòå âñå ñîñòàâíûå íàòóðàëüíûå n, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò

n-ðàçëîæèìîå ÷èñëî. (Ñ. Êóäðÿ)
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XLVII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

Îòâåò. n = 2m ïðè m > 1.
Ðåøåíèå. Äëÿ n = 2m ëþáîå íàòóðàëüíîå a > 2 ÿâëÿåòñÿ

n-ðàçëîæèìûì â ñèëó ðàâåíñòâà

a2
m
− 22

m
= (a− 2)(a1 + 21)(a2 + 22) . . .

(
a2

m−1
+ 22

m−1)
.

Äåéñòâèòåëüíî, ñðåäè ñîìíîæèòåëåé â ïðàâîé ÷àñòè ïðèñóòñòâó-

þò âñå ÷èñëà âèäà ad + 2d, ãäå d�äåëèòåëü n, ìåíüøèé n.
Ïóñòü òåïåðü n íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè, òîãäà ó íåãî

åñòü íå÷�åòíûé ïðîñòîé äåëèòåëü p è n = pk, ãäå k > 1�íà-

òóðàëüíîå ÷èñëî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò n-ðàçëîæèìîå
÷èñëî a. Òîãäà apk − 2pk äåëèòñÿ íà ak + 2k. Êðîìå òîãî, apk +
+ 2pk äåëèòñÿ íà ak + 2k, ïîñêîëüêó p íå÷�åòíî. Ñëåäîâàòåëüíî,
2 ·2pk = (apk+2pk)−(apk−2pk) òàêæå äåëèòñÿ íà ak+2k. Òàêèì
îáðàçîì, ÷èñëî ak + 2k > 1 ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ñòåïåíè äâîéêè

è, çíà÷èò, ñàìî ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè.

Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a ÷�åòíî, òî åñòü a = 2b äëÿ

íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî b > 1. Òîãäà bk+1 = ak + 2k

2k
> 1 òàêæå

ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè è, çíà÷èò, b íå÷�åòíî. Åñëè k ÷�åòíî, òî
÷èñëî bk + 1 äàåò îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 4, è ïðè ýòîì ýòî

÷èñëî áîëüøå 2, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñòàëî áûòü, k íå÷�åòíî. Íî

òîãäà ÷èñëî

bk + 1 = (b+ 1)(bk−1 − bk−2 + bk−3 − . . .− b+ 1)

íå ìîæåò áûòü ñòåïåíüþ äâîéêè, ïîñêîëüêó âòîðàÿ ñêîáêà

íå÷�åòíà è áîëüøå åäèíèöû. Çíà÷èò, n-ðàçëîæèìîãî ÷èñëà íå ñó-
ùåñòâóåò.

9.3. Íà ïðÿìîé îòìå÷åíî n + 1 ðàçëè÷íûõ îòðåçêîâ; îäíà èç òî÷åê

ïðÿìîé ïðèíàäëåæèò âñåì ýòèì îòðåçêàì. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè

îòìå÷åííûõ îòðåçêîâ ìîæíî âûáðàòü ðàçëè÷íûå îòðåçêè I è J ,
ïåðåñåêàþùèåñÿ ïî îòðåçêó äëèíû, íå ìåíüøåé n− 1

n
d, ãäå d�

äëèíà îòðåçêà I. (È. Áîãäàíîâ, Â. Óôíàðîâñêèé)

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ââåä�åì êîîðäèíàòû íà íàøåé ïðÿìîé.

Ïóñòü äàííûå îòðåçêè� ýòî I0 = [a0; b0], I1 = [a1; b1], . . . ,
In = [an; bn]; íóìåðàöèþ îòðåçêîâ âûáåðåì òàê, ÷òî a0 6 a1 6
6 . . . 6 an. Åñëè bk > bk+1 ïðè íåêîòîðîì k, òî îòðåçîê Ik ñî-

äåðæèò Ik+1, è ïîòîìó îòðåçêè I = Ik+1 è J = Ik �èñêîìûå.

Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî b0 < b1 < . . . < bn.
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Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2020�2021 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíü

Ðàññìîòðèì 2n îòðåçêîâ [a0; a1], [a1; a2], . . . , [an−1; an],
[b0; b1], [b1; b2], . . . , [bn−1; bn] (íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò èìåòü íó-
ëåâóþ äëèíó). Ðàññìîòðèì êðàò÷àéøèé èç íèõ� ïóñòü äëÿ îïðå-

äåë�åííîñòè ýòî [ak; ak+1], à åãî äëèíà ðàâíà `. Òîãäà

bk − b0 = (bk − bk−1) + (bk−1 − bk−2) + . . .+ (b1 − b0) > k`

è, àíàëîãè÷íî,

an−ak = (an−an−1)+(an−1−an−2)+. . .+(ak+1−ak) > (n−k)`.
Ïîñêîëüêó In è I0 èìåþò îáùóþ òî÷êó, èìååì b0 > an, îòêóäà

bk − ak > (bk − b0) + (an − ak) > k`+ (n− k)` = n`.

Èòàê, äëèíà d îòðåçêà Ik íå ìåíüøå, ÷åì n`. Èíà÷å ãîâîðÿ, ÷àñòü
[ak; ak+1] ýòîãî îòðåçêà, ëåæàùàÿ âíå Ik+1, èìååò äëèíó, íå ïðå-

âîñõîäÿùóþ d/n. Ïîýòîìó îòðåçêè I = Ik è J = Ik+1 �èñêîìûå.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü äàííûå îòðåçêè� ýòî I0 = A0B0,

I1 = A1B1, . . . , In = AnBn. Êàê è â ïðåäûäóùåì ðåøåíèè,

ìû ñâîäèì çàäà÷ó ê ñëó÷àþ, êîãäà òî÷êè A0, A1, . . . , An ïðî-

íóìåðîâàíû ñëåâà íàïðàâî, è òàê æå ïðîíóìåðîâàíû òî÷êè B0,

B1, . . . , Bn.

Ïðè âñåõ k = 0, 1, . . . , n, îòìåòèì íà îòðåçêå Ik òî÷êó Ck òàê,

÷òî AkCk : CkBk = (n − k) : k. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà C0 = B0

íàõîäèòñÿ íå ëåâåå òî÷êè Cn = An. Çíà÷èò, íàéä�åòñÿ èíäåêñ k,
ïðè êîòîðîì òî÷êà Ck íàõîäèòñÿ íå ëåâåå òî÷êè Ck+1. Âûáåðåì

òàêîé èíäåêñ k è ïîëîæèì d = min(AkBk, Ak+1Bk+1). Çàìåòèì,
÷òî òî÷êè Ak, Ak+1, Ck+1, Ck, Bk, Bk+1 ëåæàò íà ïðÿìîé èìåí-

íî â òàêîì ïîðÿäêå ñëåâà íàïðàâî. Òîãäà

Ak+1Bk > Ak+1Ck+1+CkBk =
n− k − 1

n
Ak+1Bk+1+

k

n
AkBk >

>
n− k − 1

n
d+

k

n
d =

n− 1

n
d.

Ýòî è çíà÷èò, ÷òî äëèíà îáùåé ÷àñòè îòðåçêîâ Ik è Ik+1 íå ìåíü-

øå, ÷åì n− 1
n

d, ãäå d�äëèíà îäíîãî èç íèõ.

Çàìå÷àíèå. Íåòðóäíî ïðèâåñòè ïðèìåð n+1 ïîïàðíî ïåðå-
ñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ îäèíàêîâîé äëèíû d, ëþáûå äâà èç êîòî-
ðûõ ïåðåñåêàþòñÿ ïî îòðåçêó äëèíû, íå ïðåâîñõîäÿùåé n− 1

n
d.

9.4. Íà ñòîðîíå AB îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíà

òî÷êà D, à íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû BC çà òî÷êó C � òî÷-
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XLVII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

êà E. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç E è ïàðàë-

ëåëüíàÿ AB, êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëü-

íèêà ADC. Äîêàæèòå, ÷òî îäíà èç êàñàòåëüíûõ, ïðîâåä�åííûõ

èç òî÷êè E ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BCD, îòñå-
êàåò îò óãëà ABE òðåóãîëüíèê, ïîäîáíûé òðåóãîëüíèêó ABC.

(À. Êóçíåöîâ, Ñ. Áåðëîâ)

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç E è ïàðàëëåëü-

íàÿ AB, ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AC â òî÷êå X (ñì. ðèñ. 1). Ïîñêîëü-

êó òðåóãîëüíèêè CEX è CBA ïîäîáíû, èìååì EC
CB

= XC
CA

.

A

B

DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD

C X

E

Y

ωB

ωA

Ðèñ. 1

Çàìåòèì, ÷òî äóãà CB îïèñàííîé îêðóæíîñòè ωB òðåóãîëü-

íèêà CDB ðàâíà 2∠CDB; òîìó æå ðàâíà äóãà CDA îïèñàííîé

îêðóæíîñòè ωA òðåóãîëüíèêà ADC. Èç ðàâåíñòâà âûøå ïîëó÷à-
åì, ÷òî êîíôèãóðàöèÿ èç òð�åõ òî÷åê E, C, B è îêðóæíîñòè ωB
ïîäîáíà êîíôèãóðàöèè èç òî÷åê X, C, A è îêðóæíîñòè ωA.

Ðàññìîòðèì â ïåðâîé êîíôèãóðàöèè ëó÷ EY , ñîîòâåòñòâåí-
íûé ëó÷ó XE âî âòîðîé. Ïîñêîëüêó XE êàñàåòñÿ ωA, ëó÷ EY
êàñàåòñÿ ωB . Êðîìå òîãî, ∠Y EB = ∠EXA = ∠BAC. Ïîýòîìó
ëó÷ EY îòñåêàåò îò óãëà ABE òðåóãîëüíèê, äâà óãëà êîòîðîãî

ðàâíû ∠BAC è ∠ABC, òî åñòü ýòîò òðåóãîëüíèê ïîäîáåí òðå-

óãîëüíèêó ABC.
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Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ ðàáîò 9 êëàññà

1 çàäà÷à

1. Íåâåðíàÿ êîíñòðóêöèÿ, ïðèâîäÿùàÿ ê íåâåðíîìó îòâåòó � 0 áàëëîâ.

2. Âåðíûé ïðèìåð ðàñïîëîæåíèÿ 1000 òî÷åê ïðè k = 143 áåç îáîñíîâàíèÿ èëè
ñ íåâåðíûì îáîñíîâàíèåì êîððåêòíîñòè � 1 áàëë.

3. Âåðíûé ïðèìåð ðàñïîëîæåíèÿ 1000 òî÷åê ïðè k = 143 ñ âåðíûì îáîñíîâà-
íèåì � 3 áàëëà.

4. Îöåíêà (äîêàçàòåëüñòâî, ÷òî ïðè k ≤ 142 íåâîçìîæíî îòìåòèòü 1000 òî÷åê
òàê, ÷òîáû óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíÿëîñü) � 3 áàëëà.

5. Îöåíêà è âåðíûé ïðèìåð ðàñïîëîæåíèÿ 1000 òî÷åê ïðè k = 143 áåç îáîñ-
íîâàíèÿ èëè ñ íåâåðíûì îáîñíîâàíèåì êîððåêòíîñòè � 4 áàëëà.

6. Îöåíêà è âåðíûé ïðèìåð ðàñïîëîæåíèÿ 1000 òî÷åê ïðè k = 143, â îáîñíî-
âàíèè êîððåêòíîñòè êîòîðîãî åñòü íåçíà÷èòåëüíûå íåäî÷¼òû � 6 áàëëîâ.

Çàìå÷àíèå. Â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ âîçìîæíà ïðîìåæóòî÷íàÿ îöåí-
êà ìåæäó 4 è 6 áàëëàìè, îïèñàííûìè â ïðåäûäóùèõ äâóõ ïóíêòàõ.

2 çàäà÷à

(Ïðèìåð) Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî n = 2k ñóùåñòâóåò n-ðàçëîæèìîå ÷èñëî � 1 áàëë

Çàìå÷àíèå. Ýòîò áàëë ìîæåò ïðèáàâëÿòüñÿ ê îñòàëüíûì; îñòàëüíûå äðóã
ñ äðóãîì íå ñêëàäûâàþòñÿ, çà èñêëþ÷åíèåì îãîâîðåííûõ ñëó÷àåâ.

(1) Ïðîâåðåíî, ÷òî äëÿ ÷åòíîãî n, îòëè÷íîãî îò ñòåïåíè 2, íå ñóùåñòâóåò n-
ðàçëîæèìîãî ÷èñëà � 2 áàëëà.

(2) Ïðîâåðåíî, ÷òî äëÿ íå÷åòíîãî n íå ñóùåñòâóåò n-ðàçëîæèìîãî ÷èñëà �
3 áàëëà.

(2′) Åñëè äëÿ íå÷¼òíîãî n áûëî ïîëó÷åíî ðàâåíñòâî (2r − 1)d + 1 = 2s áåç
äàëüíåéøèõ ïðîäâèæåíèé, ýòîò ñëó÷àé îöåíèâàåòñÿ â 2 áàëëà.

(3) Äîêàçàíî, ÷òî 2n+1 äåëèòñÿ íà ad + 2d, èëè ÷òî ad + 2d = 2s äëÿ íåêîòîðûõ
äåëèòåëåé d > 1 ÷èñëà n � 1 áàëë.

(4) Ïóíêòû (1) è (2) âìåñòå � 6 áàëëîâ; ïóíêòû (1) è (2′) âìåñòå � 4 áàëëà.

Çà ïðèñóòñòâèå â îòâåòå ïðîñòûõ n áàëëû íå ñíèæàþòñÿ.

Óòâåðæäåíèå, ÷òî óðàâíåíèå ad + 2d = 2s íå èìååò ðåøåíèé, êðîìå òðèâè-
àëüíûõ, è ýêâèâàëåíòíûå åìó, ïðèâåäåííûå áåç äîêàçàòåëüñòâ, íå îöåíè-
âàþòñÿ!



3 çàäà÷à

(1) Ñôîðìóëèðîâàíî â ÿâíîì âèäå è äîêàçàíî, ÷òî ëåâûå êîíöû îòðåçêîâ èäóò
íà ïðÿìîé â òî æå ïîðÿäêå, ÷òî è ïðàâûå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 áàëë

(2) Óñëîâèå íà òðåáóåìûå îòðåçêè I è J ïåðåôîðìóëèðîâàíî êàê ñîîòíîøåíèå
âèäà `(I \ J) 6 `(I)/n è ò.ï., ïðè ýòîì â ðàáîòå îòñóòñòâóþò íåâåðíûå
ïåðåôîðìóëèðîâêè òàêîãî âèäà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 áàëë

(3) Âî â öåëîì âåðíîì ðåøåíèè îòñóòñòâóåò äîêàçàòåëüñòâî îäèíàêîâîé óïî-
ðÿäî÷åííîñòè êîíöîâ îòðåçêîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ñíèìàåòñÿ 1 áàëë

(4) Â ðåøåíèè âûáèðàåòñÿ êðàò÷àéøèé îòðåçîê, è ðåøåíèå íå ðàáîòàåò, åñëè
îí êðàéíèé; îäíàêî, åñëè âûáèðàòü êðàò÷àéøèé îòðåçîê èç íåêðàéíèõ, âñå
ðàññóæäåíèÿ ïðîõîäÿò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ñíèìàåòñÿ 1 áàëë

(5) Â ðåøåíèè ïèøóòñÿ îöåíêè íà íåêîòîðûå ñóììû áåç âûâîäîâ èëè ñ íåâåð-
íûìè âûâîäàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .áàëëû íå íà÷èñëÿòñÿ

4 çàäà÷à

1. Ëþáîé íåäîâåä¼ííûé ñ÷¼ò (êîîðäèíàòû, êîìïëåêñíûå ÷èñëà, òðèãîíîìåò-
ðèÿ, . . . ) � 0 áàëëîâ.

2. Ïåðåôîðìóëèðîâêà óñëîâèÿ çàäà÷è â òåðìèíàõ àíòèïàðàëëåëüíîñòè íåêî-
òîðûõ ïðÿìûõ èëè âïèñàííîñòè íåêîòîðûõ ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ áåç äàëü-
íåéøèõ ïðîäâèæåíèé � 0 áàëëîâ.

3. Çàäà÷à ñâåäåíà ê (íåäîêàçàííîé) êîëëèíåàðíîñòè ñëåäóþùèõ òð¼õ òî÷åê:
D, òî÷êà êàñàíèÿ ωb ñ êàñàòåëüíîé èç E è òî÷êà êàñàíèÿ ωc ñ êàñàòåëüíîé
èç E � 2 áàëëà.

4. Ïðèâåäåíî âåðíîå ðåøåíèå äëÿ òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, àäàïòàöèÿ
êîòîðîãî äëÿ èñõîäíîãî óñëîâèÿ òðåáóåò ñóùåñòâåííîãî êîððåêòèðîâàíèÿ
� 5 áàëëîâ.

5. Ëîãè÷åñêèå èëè òåõíè÷åñêèå îøèáêè, òðåáóþùèå èñïðàâëåíèé èëè äîðà-
áîòîê, ïðè âåðíîì â öåëîì ðåøåíèè � 6 áàëëîâ.
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