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11 êëàññ
11.1. Ïðè íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ n > m ÷èñëî n îêàçàëîñü ïðåäñòà-

âèìî â âèäå ñóììû 2021 ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ ðàâíî

íåêîòîðîé öåëîé íåîòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè ÷èñëà m, à òàêæå â

âèäå ñóììû 2021 ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ ðàâíî íåêîòî-

ðîé öåëîé íåîòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè ÷èñëàm+1. Ïðè êàêîì íàè-

áîëüøåì m ýòî ìîãëî ïðîèçîéòè (õîòü ïðè êàêîì-òî n > m)?
(À. Êóçíåöîâ)

Îòâåò. m = 2021.
Ðåøåíèå. Ïóñòüm > 2021. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ ñòåïåíü ÷èñëà

m + 1 äàåò îñòàòîê 1 îò äåëåíèÿ íà m, òî ñóììà 2021 òàêèõ

ñòåïåíåé äàåò îñòàòîê 2021 îò äåëåíèÿ íà m. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ñòåïåíè ÷èñëà m äàþò ëèøü îñòàòêè 0 èëè 1 îò äåëåíèÿ íà m,
ïîýòîìó ñóììà 2021 ñòåïåíè ÷èñëàm ìîæåò äàâàòü îñòàòîê 2021

îò äåëåíèÿ íà m òîëüêî åñëè âñå ñëàãàåìûå ðàâíû 1. Íî òîãäà

n = 2021 < m, ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, m 6 2021.
Äëÿ m = 2021 åñòü ïðèìåð: 2021m = 1 + 2020(m+ 1).
Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïðèâåñòè òàêæå ïðèìåð ÷èñëà n > m,

ó êîòîðîãî â ñèñòåìàõ ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèÿìè m è m+ 1 ïðè
m = 2021 ñóììà öèôð ðàâíà 2021 (òåì ñàìûì, îíî òîæå óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèþ çàäà÷è): n = m2+m(m− 1) = (m+1)2+(m+
+ 1)(m− 4) + 3.

11.2. Ïóñòü P (x)�íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ñ íåîòðèöàòåëü-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêîé, ÷òî ôóíêöèÿ y = P (x)�íå÷åò-

íàÿ. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê

A1, A2, . . . , An íà ãðàôèêå G: y = P (x) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó G â òî÷êå A1 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A2,

êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå A2 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A3, . . ., êàñàòåëü-
íàÿ â òî÷êå An �÷åðåç òî÷êó A1? (Í. Àãàõàíîâ)

Îòâåò. Íå ìîæåò.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ

íà ìíîãî÷ëåí êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ òî÷êà êàñàíèÿ ëåæèò ïî

äðóãóþ ñòîðîíó îò îñè Oy, ÷åì ïðåäûäóùàÿ. Ïóñòü P (x) =
= a2m+1x

2m+1 + a2m−1x2m−1 + . . . + a1x�äàííûé ìíîãî÷ëåí,

Q(x) = a2m+1(2m + 1)x2m + . . . + a1 � åãî ïðîèçâîäíàÿ. Ïóñòü

A(z;P (z))� ýòî k-ÿ òî÷êà êàñàíèÿ, à B(t;P (t))� (k+1)-ÿ. Òîãäà
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êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå A èìååò óðàâíåíèå y = Q(z)(x− z) + P (z).
Çíà÷èò, P (t) = Q(z)(t−z)+P (z), îòêóäà P (t)−P (z) = (t−z)Q(z).
Ðàçäåëèâ ýòî ðàâåíñòâî íà t− z è ïåðåíåñÿ âñå ñëàãàåìûå â ïðà-
âóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì ïðè ÷åòíîé ñòåïåíè n− 1 = 2m âûðàæåíèå:

a2m+1((2m+ 1)z2m − t2m − t2m−1z − . . .− z2m). Ïóñòü z è t îä-
íîãî çíàêà (ñ÷èòàåì, ÷òî 0 ñ ëþáûì ÷èñëîì îäíîãî çíàêà). Åñëè

|z| > |t|, òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ïîëîæèòåëüíî, åñëè æå |z| < |t|,
òî îíî îòðèöàòåëüíî. Òàêèå æå çíàêè áóäóò èìåòü âûðàæåíèÿ

ïðè îñòàëüíûõ ñòåïåíÿõ: 2m− 2, 2m− 4, . . . , 0. Çíà÷èò, åñëè z è
t� îäíîãî çíàêà, òî ðàâåíñòâî (t − z)Q(z) − (P (t) − P (z)) = 0
íåâîçìîæíî. Èòàê, ëþáûå äâå ïîñëåäîâàòåëüíûå òî÷êè êàñàíèÿ

äîëæíû íàõîäèòüñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò îñè Oy. È â ñèëó

íå÷åòíîñòè n êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå An íå ìîæåò ïðîéòè ÷åðåç

òî÷êó A1.

Âòîðîå ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ axk ïðè a > 0 è
íå÷åòíîì k âûïóêëà íà [0,∞) è âîãíóòà íà (−∞, 0]. Ìíîãî÷ëåí

P (x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ ôóíêöèé òàêîãî

âèäà, ïîòîìó ÷òî P (x) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé ôóíêöèåé, à åãî êî-

ýôôèöèåíòû íåîòðèöàòåëüíûå. Òîãäà ôóíêöèÿ P (x) òàêæå âû-
ïóêëà íà [0,∞) è âîãíóòà íà (−∞, 0]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàñà-

òåëüíàÿ â òî÷êå ãðàôèêà P ñ ïîëîæèòåëüíîé àáñöèññîé âòîðè÷-

íî íå ïåðåñåêàåò ãðàôèê â òî÷êàõ ñ íåîòðèöàòåëüíîé àáñöèññîé,

è íàîáîðîò. Êðîìå òîãî, êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó â íóëå íå èìå-

åò ñ íèì áîëüøå îáùèõ òî÷åê. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àáñöèññû òî-

÷åê A1, . . . , An îòëè÷íû îò íóëÿ, à èõ çíàêè ÷åðåäóþòñÿ. Òîãäà

ó òî÷åê An è A1 àáñöèññû îäíîãî çíàêà, ïîýòîìó êàñàòåëüíàÿ â

òî÷êå An íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A1.

11.3. Â ÿçûêå òðè áóêâû�Ø, Ó è ß. Ñëîâîì íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü èç 100 áóêâ, ðîâíî 40 èç êîòîðûõ� ãëàñíûå (òî åñòü

Ó èëè ß), à îñòàëüíûå 60 � áóêâà Ø. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè-

÷åñòâî ñëîâ ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû ó ëþáûõ äâóõ âûáðàí-

íûõ ñëîâ õîòÿ áû â îäíîé èç ñòà ïîçèöèé îäíîâðåìåííî ñòîÿëè

ãëàñíûå, ïðè÷�åì ðàçëè÷íûå? (Ô. Ïåòðîâ)

Îòâåò. 240.
Ðåøåíèå. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì âñå 240 ñëîâ, ó êîòîðûõ íà-

÷èíàÿ ñ 41-îé âñå áóêâû Ø, à ïåðâûå 40 � Ó èëè ß. Ýòîò íàáîð

ñëîâ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ.

15



XLVII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

Îöåíêà. Êàæäîìó èç íàøèõ m ñëîâ ñîïîñòàâèì 260 ñëîâ, çà-
ìåíÿÿ êàæäóþ áóêâó Ø, íà Ó èëè ß (âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñî-

áàìè). Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå m · 260 ñëîâ ñîñòîÿò èç áóêâ Ó
è ß è ïîïàðíî ðàçëè÷íû (äëÿ ñëîâ, ïîëó÷åííûõ èç îäíîãî è òî-

ãî æå, ýòî ÿñíî èç ïîñòðîåíèÿ, à äëÿ ñëîâ, ïîëó÷åííûõ èç äâóõ

ðàçíûõ, ñëåäóåò èç óñëîâèÿ). Òàêèì îáðàçîì, m · 260 6 2100 è

m 6 240.
Çàìå÷àíèå. Îöåíêó ìîæíî ïîëó÷èòü ïî-äðóãîìó.

Ñïîñîá 1. Ïîäêèíåì ìîíåòêó 100 ðàç. Äëÿ êàæäîãî ñëîâà

ðàññìîòðèì òàêîå ñîáûòèå: ïðè âñÿêîì i åñëè íà íåêîòîðîé ïî-

çèöèè i ñòîèò áóêâà Ó, òî ïðè i-ì ïîäáðàñûâàíèè âûïàëà ðåø-

êà, à åñëè áóêâà ß, òî îð�åë. Âåðîÿòíîñòü òàêîãî ñîáûòèÿ ðàâíà

1/240, è îíè íå ñîâìåñòíûå, ïîýòîìó êîëè÷åñòâî ñëîâ íå áîëüøå
÷åì 240.

Ñïîñîá 2. Ïóñòü âûáðàíî áîëåå 240 ñëîâ. Ïðèñâîèì êàæäî-

ìó ñëîâó âåñ 1. Ïóñòü ïåðâàÿ áóêâà ó x ñëîâ Ó, ó y ñëîâ � ß

è x > y. Óäâîèì âåñà âñåõ ñëîâ ñ ïåðâîé áóêâîé Ó, è îáíóëèì

� ñ ïåðâîé áóêâîé ß. Äàëåå ïîñìîòðèì íà âòîðóþ áóêâó è ò.ä.

Îïèøåì øàã ðàññìîòðåíèÿ m-îé áóêâû. Ïóñòü p � ñóììà âåñîâ

ñëîâ, ó êîòîðûõ m-àÿ áóêâà Ó, q � ñóììà âåñîâ ñëîâ, ó êîòîðûõ

m-àÿ áóêâà ß. Åñëè p 6 q, óäâàèâàåì âåñà ó ñëîâ ñ m-é áóêâîé ß
è îáíóëÿåì � ñ m-é áóêâîé Ó. Èíà÷å � íàîáîðîò. Â ðåçóëüòàòå

òàêèõ îïåðàöèé ñóììà âåñîâ íå óìåíüøàåòñÿ. Ïîñëå 100 îïåðà-

öèé ñóììà âåñîâ âñåõ ñëîâ áóäåò áîëüøå 240. Â êàæäîì ñëîâå

òîëüêî 40 áóêâ Ó èëè ß, ïîýòîìó âåñ êàæäîãî ñëîâà íå áîëüøå

240. Çíà÷èò, íàéäóòñÿ äâà ñëîâà ñ íåíóëåâûìè âåñàìè. Òîãäà äëÿ
íèõ íå íàéäåòñÿ ïîçèöèè, â êîòîðîé ó îäíîãî Ó, à ó äðóãîãî ß

èëè íàîáîðîò, ïðîòèâîðå÷èå.

11.4. Â òðåóãîëüíèêå ABC áèññåêòðèñû AA1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â

òî÷êå I. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó B ïàðàëëåëüíî AC
ïåðåñåêàåò ëó÷è AA1 è CC1 â òî÷êàõ A2 è C2 ñîîòâåòñòâåííî.

Òî÷êà Oa � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà AC1C2,

òî÷êà Oc � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà CA1A2.

Äîêàæèòå, ÷òî ∠OaBOc = ∠AIC. (À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Áóäåì îáîçíà÷àòü (XY Z) îêðóæíîñòü, îïèñàí-
íóþ îêîëî òðåóãîëüíèêà XY Z. Ïóñòü Pa � öåíòð îêðóæíî-
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ñòè (BC1C2), à Pc � öåíòð îêðóæíîñòè (BA1A2). Îáîçíà÷èì
∠BAC = 2α è ∠ACB = 2γ. Ïîñêîëüêó BC2 ‖ AC, òî γ =
= ∠BCC2 = ∠ACC2 = ∠BC2C è ∠C2BC1 = ∠BAC = 2α.
Çíà÷èò, BC2 = BC. Êðîìå òîãî, ∠C1PaB = 2γ, ∠C1PaOa =
= ∠C2PaOa = ∠C2BC1 = 2α è ϕ = ∠PaBC2 = |90◦ − ∠C2C1B|.
Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî òî÷êà Pa � öåíòð (BC1C2)
è PaOa � ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó C1C2.

A

B

C

C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1

C2

A1

A2

Oa

Oc

PaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPa

Pc

HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH

Ðèñ. 4

Ïðîâåäåì â òðåóãîëüíèêå BC1C2 âûñîòó BH. Òîãäà

∠HBC1 = |90◦ − ∠BC1C2| = ϕ. Ïðÿìàÿ PaOa ïåðïåíäèêó-

ëÿðíà C2C1, à ïîòîìó ïàðàëëåëüíà BH. Çíà÷èò, óãîë ìåæäó

ýòîé ïðÿìîé è ïðÿìîé AB ðàâåí ϕ. Òàêæå ïðîåêöèè òî÷åê Pa
è Oa íà AB � ñåðåäèíû îòðåçêîâ BC1 è AC1. Ñëåäîâàòåëüíî,

PaOa = AB
2 cosϕ

. Ïðîåêöèÿ òî÷êè Pa íà ïðÿìóþ BC2 � ñåðåäèíà

îòðåçêà BC2, à óãîë ìåæäó ïðÿìûìè BPa è BC2 ðàâåí ϕ, îòêó-

äà BPa = BC2
2 cosϕ

= BC
2 cosϕ

.

Èç ñêàçàííîãî âûøå, PaOa
BPa

= AB
BC

. ∠BPaOa = ∠BPaC1 +

+ ∠C1PaOa = 2α + 2γ. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìû ïîëó÷àåì,

÷òî PcOc
BPc

= BC
AB

è ∠BPcOc = 2α + 2γ. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè

PaBOa è PcOcB ïîäîáíû. Òîãäà ∠PaBOa+∠PcBOc = ∠PaBOa+
+∠PaOaB = 180◦−∠BPaOa = 180◦−2α−2γ = ∠ABC. Ïîñêîëü-
êó ∠BPaC1 = 2γ è BPa = PaC1, òî ∠PaBC1 = 90◦ − γ. Àíàëî-
ãè÷íî ∠PcBA1 = 90◦ − α. Òàêèì îáðàçîì, ∠OaBOc = ∠PaBA+
+∠ABC +∠PcBC − (∠PaBOa+∠PcBOc) = 90◦− γ+90◦−α =
= 180◦ − α− γ = ∠AIC, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Â ðàâåíñòâàõ ∠BPaC1 = 2γ (1) è ∠C1PaOa = ∠C2PaOa =
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= ∠C2BC1 (2) ìû âîñïîëüçîâàëèñü ðàñïîëîæåíèåì òî÷åê Pa è

Oa, êîòîðîå îñòàåòñÿ îáîñíîâàòü. À èìåííî, ∠C1C2B = γ � îñò-

ðûé, ïîñêîëüêó ýòî ïîëîâèíà óãëà ACB. Çíà÷èò, òî÷êà Pa ëå-

æèò â òîé æå ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BC1, ÷òî è

C2, è âûïîëíÿåòñÿ (1). Òàêæå ∠OaC1A = |90◦ − ∠AC2C1|. Ýòîò
óãîë îñòðûé, è â ñëó÷àå, êîãäà Oa ëåæèò â äðóãîé ïîëóïëîñêî-

ñòè îòíîñèòåëüíî AC1 íåæåëè Pa, íå ïðåâîñõîäèò 90◦ − γ, òàê
êàê ∠AC2C1 < 180◦ − ∠BC2C1 = 180◦ − γ. Çíà÷èò, òî÷êè B è

Oa ëåæàò â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé C1Pa,
à òîãäà âûïîëíåíî (2).
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Çàìå÷àíèå. Ïðèâåäåì ïëàí äðóãîãî ðåøåíèÿ. Îáîçíà÷èì

çà C ′ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé CC1 ñ îêðóæíîñòüþ (ABC).
Òîãäà ∠BAC ′ = ∠BCC ′ = γ = ∠BC2C1. Çíà÷èò, òî÷êà ïåðåñå-

÷åíèÿ AC ′ è BC2 ëåæèò íà îêðóæíîñòè (AC1C2), à òîãäà òî÷êà
C ′ ëåæèò íà ïîëÿðå òî÷êå B îòíîñèòåëüíî ýòîé îêðóæíîñòè. Òå-

ïåðü îòìåòèì íà îêðóæíîñòè (ABC) òî÷êó T òàê, ÷òî ÷åòûðåõ-

óãîëüíèê ABCT ãàðìîíè÷åñêèé, îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ

îòðåçêîâ C ′T è AB çà S. Öåíòðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ â C ′ ïåðåâîäèò
÷åòâåðêó òî÷åê A, T,C,B ñ îêðóæíîñòè (ABC) â ÷åòâåðêó òî÷åê
A,S,C1, B íà ïðÿìîé AB. Òîãäà ÷åòâåðêà A,S,C1, B � ãàðìî-

íè÷åñêàÿ, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïîëÿðà B îòíîñèòåëüíî (AC1C2)
ïðîõîäèò è ÷åðåç S. Çíà÷èò, ýòî ïðÿìàÿ TC ′, è îíà ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà BOa. Àíàëîãè÷íî, TA

′ ⊥ BOc, ãäå A
′ � òî÷êà ïåðåñå÷å-
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Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2020�2021 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíü

íèÿ AA1 ñ (ABC). Òîãäà ∠OaBOc = 180◦ − ∠A′TC ′ = ∠A′BC ′.
Îñòàåòñÿ íåñëîæíàÿ ïðîâåðêà ðàâåíñòâà óãëîâ AIC è A′BC ′.
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Задача 1.
a) Только ответ — 0 баллов
b) Верный ответ + верный пример — 2 балла
c) Оценка (доказано, что m не может быть больше 2021) — 4 балла
d) Не разобран случай, когда все степени m нулевые — штраф 1 балл

Задача 2.
а) Баллы не снимаются, если случай x=0 не рассмотрен.
б) Баллы не добавляются за описание свойств графика многочлена.
в) Баллы не добавляются за введение интерполяционного многочлена.
г) За погрешности и пропуски в рассуждениях снималось от 1 до 3 баллов.

Задача 3
а) Ответ с примером -- 1 балл.
б) Сформулирована и доказана Лемма об улучшении набора: пусть S --
множество выбранных слов, и S_Ш, S_У, S_Я -- его подмножества, состоящие
из слов, начинающихся с букв Ш, У, Я соответственно. Пусть F_У -- множество
слов, получающихся из слов S_У заменой первой буквы на Я. Тогда

объединение множеств S_Ш, S_У, F_У удовлетворяет условию -- 1 балл (складывается
с а) ).

Задача 4
a) Доказано,  то BA_2 = AB и BC_2=BC — 0 баллов
b) Переформулировка после инверсии с центром в B — 0 баллов
c) Отмечены середины дуг AB и BC окружности ABC (C’ и A’). Доказано, что точки

пересечения прямых AC’ и BC_2 лежит на окружности (AC_1C_2) — 0 баллов
d) Доказано, что точка пересечения прямых AC’ и BC_2 лежит на окружности

(AC_1C_2) — 0 баллов
e) Доказано, что поляра в точки B относительно (AC_1C_2) проходит через C’ — 0

баллов
f) Задача сведена к поиску угла между полярами B относительно окружностей

(AC_1C_2)  и (CA_1A_2) — 0 баллов
g) Есть продвижения e) и f) — 1 балл
h) Доказано только равенство направленных углов — баллы не снимаются
i) Любой недоведенный счёт — 0 баллов
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