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10 êëàññ
10.5. Äàíà áåñêîíå÷íàÿ êëåò÷àòàÿ ïëîñêîñòü. Ó÷èòåëüíèöà è êëàññ èç

30 ó÷åíèêîâ èãðàþò â èãðó, äåëàÿ õîäû ïî î÷åðåäè � ñíà÷àëà

ó÷èòåëüíèöà, çàòåì ïî î÷åðåäè âñå ó÷åíèêè, çàòåì ñíîâà ó÷è-

òåëüíèöà, è ò.ä. Çà îäèí õîä ìîæíî ïîêðàñèòü åäèíè÷íûé îòðå-

çîê, ÿâëÿþùèéñÿ ãðàíèöåé ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè êëåòêàìè.

Äâàæäû êðàñèòü îòðåçêè íåëüçÿ. Ó÷èòåëüíèöà ïîáåæäàåò, åñ-

ëè ïîñëå õîäà îäíîãî èç 31 èãðîêîâ íàéäåòñÿ êëåò÷àòûé ïðÿìî-

óãîëüíèê 1× 2 èëè 2× 1 òàêîé, ÷òî ó íåãî âñÿ ãðàíèöà ïîêðàøå-

íà, à åäèíè÷íûé îòðåçîê âíóòðè íåãî íå ïîêðàøåí. Äîêàæèòå,

÷òî ó÷èòåëüíèöà ñìîæåò ïîáåäèòü. (Ì. Äèäèí, À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Ó÷èòåëüíèöà âûáåðåò êâàäðàò K ðàçìåðà 100×
× 100 è áóäåò çàêðàøèâàòü îòðåçêè åãî ãðàíèöû, åñëè ýòî âîç-

ìîæíî. Ïóñòü ïåðåä n-ì å�å õîäîì âñå ýòè îòðåçêè çàêðàøåíû.

Òîãäà n 6 401, ïîñêîëüêó âñåãî íà ãðàíèöå 400 îòðåçêîâ. Ê ýòîìó

ìîìåíòó âñåãî çàêðàøåíî íå áîëåå ÷åì 30 ·400 îòðåçêîâ, ïîýòîìó
õîòÿ áû îäèí îòðåçîê âíóòðè êâàäðàòà K íå çàêðàøåí. Êàæäûì

ñëåäóþùèì õîäîì ó÷èòåëüíèöà áóäåò çàêðàøèâàòü îäèí èç îò-

ðåçêîâ âíóòðè K. Ñïóñòÿ íåñêîëüêî õîäîâ âñå îòðåçêè âíóòðè K
áóäóò çàêðàøåíû. Òîãäà ïåðåä õîäîì èãðîêà, êîòîðûé çàêðàñèò

ïîñëåäíèé èç òàêèõ îòðåçêîâ, íàéäåòñÿ èñêîìûé ïðÿìîóãîëüíèê

1× 2, è ó÷èòåëüíèöà ïîáåäèò.

10.6. Äàí ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè n > 1 ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôè-

öèåíòàìè. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå P (P (P (x))) = P (x) èìååò

ðîâíî n3 ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè

n3 êîðíåé ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû ñ ðàâíûìè ñðåäíèìè

àðèôìåòè÷åñêèìè. (À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Ïóñòü t ∈ R. Çàìåòèì, ÷òî P (P (P (t))) = P (t)
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà P (t) � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà

P (P (x)) − x. Â ÷àñòíîñòè, ó ýòîãî ìíîãî÷ëåíà åñòü êîðíè, îáî-

çíà÷èì èõ x1, x2, . . . , xk. Ïîñêîëüêó n > 1, òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëå-
íà P (P (x)) − x ðàâíà n2, ïîýòîìó k 6 n2. Òàêèì îáðàçîì, âñå

êîðíè óðàâíåíèÿ P (P (P (x))) = P (x) � â òî÷íîñòè êîðíè ìíîãî-

÷ëåíîâ P (x)− x1, P (x)− x2, . . . , P (x)− xk. Âñå ýòè ìíîãî÷ëåíû

� ñòåïåíè n, ïîýòîìó ó êàæäîãî èç íèõ íå áîëåå n êîðíåé. Èòî-

ãî, óðàâíåíèå P (P (P (x))) = P (x) èìååò íå áîëåå kn êîðíåé, íî
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ïî óñëîâèþ èõ n3. Ýòî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà êàæäûé
èç ìíîãî÷ëåíîâ P (x)− x1, P (x)− x2, . . . , P (x)− xk èìååò n ðàç-

ëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé è k = n2. Ó ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ êî-

ýôôèöèåíòû ïðè xn îäèíàêîâû è êîýôôèöèåíòû ïðè xn−1 îäè-
íàêîâû. Òîãäà ïî òåîðåìå Âèåòà ñóììû èõ êîðíåé ðàâíû. Ñëå-

äîâàòåëüíî, åñëè êîðíè ïåðâîãî ìíîãî÷ëåíà îïðåäåëèòü â îäíó

ãðóïïó, à êîðíè îñòàëüíûõ � â äðóãóþ, òî âñå êîðíè óðàâíåíèÿ

P (P (P (x))) = P (x) ðàçîáüþòñÿ íà äâå ãðóïïû ñ ðàâíûìè ñðåä-

íèìè àðèôìåòè÷åñêèìè.

10.7. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà n > 20 è k > 1 òàêîâû, ÷òî n äåëèòñÿ íà

k2. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ íàòóðàëüíûå a, b è c òàêèå, ÷òî

n = ab+ bc+ ca. (À. Õðàáðîâ)

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà n + a2 = (a + b)(a +
+ c) ñëåäóåò ðàâåíñòâî n = ab + bc + ca. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è äîñòàòî÷íî íàéòè òàêîå íàòóðàëüíîå a, ÷òî ÷èñëî n +
+ a2 ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x
è y, áîëüøèõ a (òîãäà ìîæíî ïîëîæèòü b = x − a è c = y −
− a). Ñîãëàñíî óñëîâèþ, n = `p2 äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòîãî p è

íàòóðàëüíîãî `.
Åñëè ` + 1 > p, òî â ñèëó ðàçëîæåíèÿ n + p2 = (` + 1) · p2

â êà÷åñòâå a ìîæíî âçÿòü ÷èñëî p. Òàêæå, åñëè ÷èñëî ` + 1�
ñîñòàâíîå, òî `+1 = st ïðè s, t > 1; òîãäà ñíîâà ìîæíî ïîëîæèòü
a = p, òàê êàê n+ p2 = (`+ 1)p2 = sp · tp.

Â îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå èìååì n = (q − 1)p2 ïðè íåêîòîðûõ

ïðîñòîì q 6 p. Åñëè p > q, òî p = mq + r ïðè íåêîòîðîì ïîëî-

æèòåëüíîì r < q è íàòóðàëüíîì m. Òîãäà ÷èñëî

n+ r2 = (q − 1)(r +mq)2 + r2 = q(p+mq)2 −mq(2r +mq)

äåëèòñÿ íà q, à ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ áîëüøå r, ïîñêîëüêó n = (q−
− 1)p2 > 1 · q · r. Ïîýòîìó ìîæíî ïîëîæèòü a = r.

Íàêîíåö, åñëè p = q, òî n = p3−p2, ïðè÷�åì p > 5 ïî óñëîâèþ.
Òîãäà n+ 62 = p3−p2 + 36 = (p+ 3)(p2−4p+ 12), ãäå îáå ñêîáêè
áîëüøå 6; â ýòîì ñëó÷àå ðàáîòàåò a = 6.

Çàìå÷àíèå. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â âèäå ab + bc + ca
ìîæíî ïðåäñòàâèòü âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, äëÿ êîòîðûõ ÷èñ-
ëî n+ 1 ñîñòàâíîå, � â ÷àñòíîñòè, âñå íå÷åòíûå ÷èñëà, îòëè÷íûå

îò 1. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî íàáëþäåíèÿ è êàëüêóëÿòîðà íåñëîæíî
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íàéòè ïåðâûå 18 ÷èñåë, íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ab+ bc+ ca (âñå
îíè ìåíüøå ïÿòèñîò). Â ñòàòüå Áîðâåéíà è ×îÿ óòâåðæäàåòñÿ,

÷òî êîëè÷åñòâî ÷èñåë, íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ab+bc+ca, íå áî-
ëåå 19, è ñóùåñòâîâàíèå äåâÿòíàäöàòîãî òàêîãî ÷èñëà ïðîòèâî-

ðå÷èëî áû îáîáùåííîé ãèïîòåçå Ðèìàíà (êîòîðàÿ â íàñòîÿùèé

ìîìåíò íå ÿâëÿåòñÿ íè äîêàçàííîé, íè îïðîâåðãíóòîé).

10.8. Â îêðóæíîñòü ω âïèñàí ïÿòèóãîëüíèê ABCDE. Ïðÿìàÿ CD ïå-

ðåñåêàåò ëó÷è AB è AE â òî÷êàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Îòðåç-

êè EX è BY ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P è âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò

îêðóæíîñòü ω â òî÷êàõ Q è R. Òî÷êà A′ ñèììåòðè÷íà òî÷êå A
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé CD. Îêðóæíîñòü γ, îïèñàííàÿ îêîëî òðå-
óãîëüíèêà PQR, ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ îêîëî òðå-

óãîëüíèêà A′XY , â äâóõ òî÷êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî íà-

çâàòü M è N òàê, ÷òîáû ïðÿìûå CM è DN ïåðåñåêàëèñü íà

îêðóæíîñòè γ. (Ì. Äèäèí, À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà P ëåæèò âíóòðè îêðóæíî-

ñòè (QDR), è ÷åòûðåõóãîëüíèê PQDR � âûïóêëûé. Çíà÷èò,

òî÷êà D ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè (PQR). Ïðè ýòîì òî÷êà

Y ëåæèò âíå îêðóæíîñòè (PQR). Ñëåäîâàòåëüíî, îêðóæíîñòü
(PQR) âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü (DRY ) â íåêîòîðîé

òî÷êå N1, êîòîðàÿ ëåæèò íà äóãå DY , íå ñîäåðæàùåé òî÷êó R.
Â ÷àñòíîñòè, N1 ëåæèò â äðóãîé ïîëóïëîñêîñòè îò ïðÿìîé CD,
íåæåëè òî÷êà A.

Çàìåòèì, ÷òî ∠N1QP = ∠N1RY = ∠N1DY . Ñëåäîâàòåëü-
íî, ∠XQN1 = ∠XDN1, ïîýòîìó òî÷êà N1 ëåæèò íà îêðóæíîñòè

(XQD). Êðîìå òîãî, ∠XN1Y = ∠XN1D + ∠DN1Y = ∠PQD +
+ ∠DRP = ∠EAD + ∠DAB = ∠Y AX = ∠XA′Y . Âòîðîå ðà-
âåíñòâî ñëåäóåò èç âïèñàííîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ XQDN1 è

Y RDN1, òðåòüå � èç ðàâåíñòâ âïèñàííûõ óãëîâ â îêðóæíîñòè

(ABC), à ïîñëåäíåå âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó òî÷êè A è A′ ñèììåò-
ðè÷íû îòíîñèòåëüíî XY . Òàêèì îáðàçîì, ∠XN1Y = ∠XA′Y ,
ïîýòîìó òî÷êà N1 ëåæèò íà îêðóæíîñòè (A′XY )

Ïóñòü M1 � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé (PQR)
è (XQC). Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî M1 ëåæèò

íà îêðóæíîñòÿõ (CRY ) è (A′XY ) è â äðóãîé ïîëóïëîñêîñòè îò-
íîñèòåëüíî CD, íåæåëè A. Îòìåòèì, ÷òî M1 6= N1. Èíà÷å òî÷-

êà N1 ëåæàëà áû è íà îêðóæíîñòè (CRY ), è íà îêðóæíîñòè
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K

ω
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Ðèñ. 4
(DRY ) ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, M1 è N1 � äâå òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé (PQR) è (A′XY ).
Íàçîâåì M = M1, N = N1. Ïóñòü ïðÿìàÿ DN âòîðè÷íî

ïåðåñåêàåò γ â òî÷êå K. Òîãäà ∠QMK = ∠QNK = ∠QND =
= ∠QXD = ∠QMC, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè M,C,K ëåæàò

íà îäíîé ïðÿìîé. Çíà÷èò, ïðÿìûå CM è DN ïåðåñåêàþòñÿ íà

îêðóæíîñòè γ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Задача 10.5

[3 б.] Только доказана лемма о том, что если есть покрашенный контур, внутри которого
есть непокрашенные отрезки, то учительница может выиграть.

Во в целом верном решении с покраской большого контура снижаются баллы

за недочеты:

[−1 б.] Не приведена оценка, показывающая, что школьники не успеют закрасить все отрезки
внутри, или в подсчете количества перегородок имеется ошибка.
[−1 б.] Имеется пробел в доказательстве леммы; например, нигде не сказано, что
учительница должна красить отрезок внутри контура.

Задача 10.6

Общая часть

[+1 б.] Доказано, что у есть корней, либо что делит𝑃(𝑃(𝑥)) − 𝑥 𝑛2 𝑃(𝑃(𝑥)) − 𝑥
;𝑃(𝑃(𝑃(𝑥))) − 𝑃(𝑥)

[≤ 4 б.] что-то из предыдущего используется, но не доказано — не более 4 баллов.

[≤ 3 б.] решение опирается на значения двух старших коэффициентов многочленов
или , но они не вычислены верно — не более 3 баллов.𝑃(𝑃(𝑃(𝑥))) − 𝑃(𝑥) 𝑃(𝑃(𝑥)) − 𝑥

Решение 1 — через выделение в группу корней P(x) = t, где P(P(t)) = t
Эта часть критериев применяется, если указано, что в группу выделяются корни , где𝑃(𝑥) = 𝑡

, и указано, что сумма или среднее корней в такой группе зависят только𝑃(𝑃(𝑡)) = 𝑡
от коэффициентов . Решение считается в целом верным, если, кроме этого, доказано,𝑃(𝑥)

что у есть корней, и для каждого у есть корней.𝑃(𝑃(𝑡)) − 𝑡 𝑛2 𝑡 𝑃(𝑥) − 𝑡 𝑛

Во в целом верном решении снижаются баллы за недочеты:

[−1 б.] ошибки в подсчёте среднего арифметического, связанные с количеством корней
в группах или с количеством групп;
[−1 б.] используется неверная формулировка теоремы Виета, не влияющая существенно
на ход решения (например, неверный знак).

Решение 2 — через выделение в группу корней P(P(x)) − x
Эта часть критериев применяется, только если в работе явно рассматривается многочлен

.𝑃(𝑃(𝑥)) − 𝑥

Частичные продвижения (суммируются друг с другом и с общей частью):

[+1 б.] корни многочлена выделяются в группу.𝑃(𝑃(𝑥)) − 𝑥
[+4 б.] найдены два старших коэффициента многочленов и .𝑃(𝑃(𝑥)) − 𝑥 𝑃(𝑃(𝑃(𝑥))) − 𝑃(𝑥)

Во в целом верном решении снижаются баллы за недочет:

[−1 б.] используется неверная формулировка теоремы Виета, не влияющая существенно
на ход решения (например, неверный знак).
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Другие продвижения

Не суммируются с остальными и друг с другом.

[2 б.] найдено среднее арифметическое всех корней многочлена .𝑃(𝑃(𝑃(𝑥))) − 𝑃(𝑥)
[5 б.] задача решена для n > 2 (например, аналогично решению 2 выделены в группу корни

).𝑃(𝑥) − 𝑥

Задача 10.7

В отрыве от верного решения не оцениваются следующие продвижения:

[0 б.] разбор случая нечетного ;𝑛
[0 б.] разбор случая , кратного ;𝑛 4
[0 б.] разбор случая, когда  — точный квадрат;𝑛
[0 б.] сведение к случаю простого ;𝑘
[0 б.] неполный перебор остатков при делении на любое конкретное натуральное число.𝑛

[0 б.] замечено тождество .𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 = (𝑎 + 𝑐)(𝑏 + 𝑐) − 𝑐2

Частичные продвижения (не суммируются друг с другом):

[1 б.] (II а) разбор случая, когда составное;𝑛 + 1

[1 б.] (II б) разбор случая, когда и составное;𝑛 = 𝑑𝑘2 𝑑 + 1
[1 б.] (II в) разбор случая, когда составное;𝑘

[2 б.] (III а) Разбор случая, когда и ;𝑛 = 𝑑𝑘2 𝑑 ≥ 𝑘

[1 б.] (III б) то же для случая .𝑑 ≥ 𝑘2

[≤ 4 б.] (IV) Решение, в котором не разобран случай с простым , оценивается𝑛 = (𝑝 − 1)𝑝2 𝑝
не более, чем 4 баллами. Если всё, кроме этого случая, разобрано полностью, решение
оценивается 4 баллами.

Задача 10.8

[0 б.] Не оцениваются в отрыве от верного решения начальные замечания, такие как
применение инверсии и счет углов.
[3 б.] Задача сведена к вписанности и .𝐶𝑄𝑋𝑀 𝑅𝑌𝐷𝑁
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