
Региональный этап, 2017–2018 учебный год. Первый день

Введение
Порядок проведения, методика и система оценивания

(проверки) регионального этапа Всероссийской олимпиады
школьников по математике 2017–2018 учебного года.

Региональный этап Всероссийской олимпиады школьников по ма-
тематике 2017–2018 учебного года проводится по заданиям, подготов-
ленным Центральной предметно-методической комиссией, в единые
для всех субъектов РФ сроки: 31 января 2018 г. (I тур) и 1 фев-
раля 2018 г. (II тур). Региональный этап проводится по отдельным
заданиям для учащихся 9, 10 и 11 классов.

Задания для каждого класса включают 10 задач— по 5 задач
в каждом из двух дней (туров) Олимпиады (задачи 1–5 — I тур, за-
дачи 6–10 — II тур). Продолжительность каждого тура для каждого
класса составляет 4 астрономических часа.

В силу того, что во всех субъектах Российской Федерации ре-
гиональный этап проводится по одним и тем же заданиям, подго-
товленным Центральной предметно-методической комиссией, в целях
предотвращения преждевременного доступа к текстам заданий со сто-
роны участников Олимпиады, а также их учителей и наставников,
время начала и окончания туров в установленные даты в каждом
субъекте РФ должно определяться в соответствии с «Временны́ми
регламентами проведения туров регионального этапа Всерос-
сийской олимпиады школьников в субъектах Российской Фе-
дерации в 2017–2018 учебном году» для часовых поясов.

Показ работ, проведение апелляций и разбор задач в субъектах
Российской Федерации, где тур оканчивается в 16.00 и 17.00 по мест-
ному времени, проводятся не раньше, чем на следующий день после
проведения второго тура Олимпиады.

В остальных субъектах Российской Федерации рекомендуется
также осуществлять показ работ и проведение апелляций не раньше,
чем на следующий день после проведения второго тура Олимпиады.

Победители и призёры олимпиады определяются Порядком про-
ведения Всероссийской олимпиады школьников и Требованиями к
проведению регионального этапа Всероссийской олимпиады школь-
ников по математике в 2017–2018 учебном году.

Решение каждой задачи оценивается целым числом баллов от 0
до 7. Максимальное количество баллов, которое может получить
участник, равно 70 (35 — I тур, 35 — II тур).

Задания математических олимпиад являются творческими, до-
пускают несколько различных вариантов решений. Кроме того, необ-
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ходимо оценивать частичные продвижения в задачах (например, раз-
бор важного случая, доказательство вспомогательного утверждения,
нахождение примера и т.п.). Наконец, возможны логические и ариф-
метические ошибки в решениях. Окончательные баллы по задаче
должны учитывать всё вышеперечисленное.

Ниже приведена стандартная методика оценивания решений.

Баллы Правильность (ошибочность) решения
7 Полное верное решение.
6–7 Верное решение, но имеются небольшие недочёты, в це-

лом не влияющие на решение.
5–6 Решение в целом верное. Однако оно содержит ошибки,

либо пропущены случаи, не влияющие на логику рас-
суждений.

3–4 В том случае, когда решение задачи делится на две рав-
ноценные части — решение одной из частей.

2–3 Доказаны вспомогательные утверждения, помогающие
в решении задачи.

0–1 Рассмотрены отдельные случаи при отсутствии реше-
ния.

0 Решение неверное, продвижения отсутствуют.
0 Решение отсутствует.

Важно отметить, что любое правильное решение оценивается в
7 баллов. Недопустимо снимать баллы за то, что текст решения слиш-
ком длинный, или за то, что верное решение школьника отличается
от приведённого в данной методической разработке или от других ре-
шений, известных жюри. В то же время любой сколь угодно длинный
текст, не содержащий полезных продвижений, должен быть оценен в
0 баллов.

Ниже приведены ответы и решения к задачам олимпиады. В ком-
ментариях к задачам указаны критерии оценивания (в баллах) неко-
торых предполагаемых ошибок и частичных продвижений. Заметим,
что работа участника, помимо приведённых, может включать другие
содержательные продвижения и ошибки, которые должны быть оце-
нены дополнительно.

Желаем успешной работы!
Авторы и составители сборника
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Условия и решения задач

9 класс
9.1. Разбейте какой-нибудь клетчатый квадрат на клетчатые квад-

ратики так, чтобы не все квадратики были одинаковы, но квад-
ратиков каждого размера было одно и то же количество.

(Методкомиссия)

Рис. 1

Решение. Один из многих возмож-
ных примеров приведён на рис. 1.

Комментарий. Любой верный при-
мер разрезания— 7 баллов.

9.2. На доске написаны пять натуральных чи-
сел. Оказалось, что сумма любых трёх
из них делится на каждое из остальных.
Обязательно ли среди этих чисел найдут-
ся четыре равных? (С. Берлов, Д. Храмцов)

Ответ. Да, обязательно.
Решение. Пусть a, b, c, d и e—числа на доске в неубываю-

щем порядке, то есть a 6 b 6 c 6 d 6 e. Тогда по условию a+b+c
и b+c+d делятся на e. Следовательно, d−a = (b+c+d)−(a+b+c)
также делится на e. Поскольку 0 6 d− a < d 6 e, это возможно
лишь при d−a = 0. Значит, a = b = c = d (так как a 6 b 6 c 6 d).

Замечание. Можно показать, что условию задачи удовле-
творяют только пятёрки чисел вида (a, a, a, a, a) и (a, a, a, a, 3a)
(возможно, с переставленными числами).

Комментарий. Верный ответ без обоснования (или с невер-
ным обоснованием) — 0 баллов.

Доказано только, что среди чисел найдутся два равных—
2 балла.

Доказано только, что разность любых двух чисел с доски
делится на любое из оставшихся — 3 балла.

9.3. Внутри параллелограмма ABCD выбрана точка E так, что
AE = DE и ∠ABE = 90◦. Точка M — середина отрезка BC.
Найдите угол DME. (А. Кузнецов)
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Ответ. 90◦.
Первое решение. Обозначим через N середину отрез-

ка AD. Поскольку треугольник AED равнобедренный, его меди-
ана EN является высотой, то есть EN ⊥ AD. Значит, NE ⊥ BC
(см. рис. 2).

Поскольку AD ‖ BC и BM = MC = AN = ND = AD/2,
четырёхугольники ABMN и BMDN —параллелограммы, от-
куда AB ‖MN и BN ‖ DM . Так как ∠ABE = 90◦ и AB ‖MN ,
получаем BE ⊥ MN . Таким образом, E — точка пересече-
ния высот треугольника BMN , откуда ME ⊥ BN . Наконец, из
BN ‖ DM , получаем ME ⊥ DM , то есть ∠DME = 90◦.
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Рис. 2 Рис. 3
Второе решение. На продолжении отрезка AB за точ-

ку B отметим точку F так, что AB = BF (см. рис. 3). То-
гда BF = CD и BF ‖ CD, поэтому четырёхугольник BDCF —
параллелограмм. Точка M — середина диагонали BC этого па-
раллелограмма, значит, M — середина его диагонали DF .

Прямая BE — серединный перпендикуляр к отрезку AF , от-
куда AE = FE. Из условия теперь получаем, что DE = AE =
= FE. Значит, точка E лежит и на серединном перпендикуляре
к DF . Отсюда ∠EMD = 90◦.

9.4. Кондитерская фабрика выпускает N сортов конфет. На Новый
год фабрика подарила каждому из 1000 учеников школы по-
дарок, содержащий по конфете нескольких сортов (составы по-
дарков могли быть разными). Каждый ученик заметил, что для
любых 11 сортов конфет он получил конфету хотя бы одного
из этих сортов. Однако оказалось, что для любых двух сор-
тов найдётся ученик, получивший конфету ровно одного из этих
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двух сортов. Найдите наибольшее возможное значение N .
(Д. Храмцов)

Ответ. N = 5501.
Решение. Обозначим через A1, A2, . . . , AN множества уче-

ников, не получивших конфет соответственно 1-го, 2-го, . . . ,
N -го сортов. Согласно условию, все эти множества различны;
кроме того, каждый ученик содержится не более, чем в десяти
из них. Отсюда следует, что суммарное количество элементов в
наших множествах не превосходит 1000 · 10 = 10000.

Пусть среди наших множеств ровно k одноэлементных. То-
гда количество множеств из более, чем одного ученика, не пре-
восходит 10000− k

2
, поэтому общее число всех непустых мно-

жеств не превосходит 10000− k
2

+ k = 10000 + k
2

6 11000
2

= 5500.
С учётом того, что одно из множеств может быть пустым, по-
лучаем, что N 6 5501.

Осталось показать, как описанная ситуация могла возник-
нуть при N = 5501. Сделаем множество A5501 пустым; различ-
ные множества A4501, . . . , A5500 будут содержать по одному уче-
нику. Осталось выбрать различные двухэлементные множества
A1, . . . , A4500 так, чтобы каждый из учеников был ровно в 9 из
них. Для этого, например, можно разбить учеников на 100 групп
по 10 человек и взять все пары детей, находящихся в одной груп-
пе (их получится как раз 100 · 10 · 9

2
= 4500).

Замечание. Достраивать пример можно по-разному. Мож-
но, в частности, выстроить детей по кругу и каждое двухэле-
ментное множество составлять либо из пары противоположных
учеников (таких пар 500), либо из пары учеников, между кото-
рыми стоят не больше трёх других детей.

Комментарий. Только верный ответ без обоснования (или
с неверным обоснованием) — 0 баллов.

Только доказательство того, что N 6 5501 — 4 баллов.
Только пример с N = 5501 сортами— 3 балла.
Если участник не учёл того, что один сорт может присут-

ствовать во всех подарках (т.е. соответствующее множество Ai

может быть пустым) и из-за этого получил ответ 5500 — снима-
ется 1 балл.
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9.5. Числа x, y и z удовлетворяют условию x2 + y2 + z2 = 1. Дока-
жите, что

(x− y)(y − z)(x− z) 6 1√
2
.

(Л. Емельянов, методкомиссия)
Первое решение. Поскольку при любой перестановке пе-

ременных левая часть неравенства либо не меняется, либо меня-
ет знак, достаточно проверить неравенство для любой переста-
новки чисел x, y и z, для которой левая часть неотрицательна.
Поэтому можно считать, что x > y > z.

По неравенству о средних для двух чисел имеем

(x− y)(y − z) 6
( (x− y) + (y − z)

2

)2
=

( x− z
2

)2
.

Следовательно,

(x− y)(y − z)(x− z) 6 (x− z)3

4
,

и нам достаточно доказать, что x− z 6
√

2 или, что тоже самое,
(x− z)2 6 2. Последнее уже просто; действительно,

(x− z)2 = 2x2 + 2z2 − (x+ z)2 6 2x2 + 2z2 = 2− 2y2 6 2.

Второе решение. Как и в первом решении, мы считаем,
что x > y > z. Обозначим a = x − y > 0, b = y − z > 0; тогда
y = x− a, z = y− b. Равенство из условия задачи преобразуется
к виду

0 = x2 + (x− a)2 + (x− a− b)2 − 1 =

= 3x2 − 2(2a+ b)x+ (2a2 + 2ab+ b2 − 1), (1)

а требуемое неравенство — к виду

ab(a+ b) 6
1√
2
. (2)

Рассмотрим правую часть равенства (1) как квадратный
трёхчлен от x. Поскольку он имеет корень, его дискриминант
неотрицателен, то есть

0 6 (2a+ b)2 − 3(2a2 + 2ab+ b2 − 1) = 3− 2(a2 + ab+ b2),

откуда

a2 + ab+ b2 6
3

2
. (3)

Осталось показать, как из (3) следует (2) (при a, b > 0).

8



Региональный этап, 2017–2018 учебный год. Первый день

По неравенству о средних для двух чисел имеем a2 + b2 +
+ ab > 2ab+ ab = 3ab, откуда ab 6 1

2
. Значит,

(a+ b)2 = (a2 + ab+ b2) + ab 6
3

2
+

1

2
= 2,

то есть a+ b 6
√

2. Итак,

ab(a+ b) 6
1

2
·
√

2 =
1√
2
,

что и требовалось.
Замечание. Число 1√

2
в условии задачи нельзя заменить

на меньшее, как показывает пример x = 1√
2
, y = 0, z = − 1√

2
.

Комментарий. Показано, что утверждение задачи доста-
точно доказать при x > y > z (или при любом другом фиксиро-
ванном упорядочении переменных) — 0 баллов.
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