
Региональный этап, 2017–2018 учебный год. Первый день

Введение
Порядок проведения, методика и система оценивания

(проверки) регионального этапа Всероссийской олимпиады
школьников по математике 2017–2018 учебного года.

Региональный этап Всероссийской олимпиады школьников по ма-
тематике 2017–2018 учебного года проводится по заданиям, подготов-
ленным Центральной предметно-методической комиссией, в единые
для всех субъектов РФ сроки: 31 января 2018 г. (I тур) и 1 фев-
раля 2018 г. (II тур). Региональный этап проводится по отдельным
заданиям для учащихся 9, 10 и 11 классов.

Задания для каждого класса включают 10 задач— по 5 задач
в каждом из двух дней (туров) Олимпиады (задачи 1–5 — I тур, за-
дачи 6–10 — II тур). Продолжительность каждого тура для каждого
класса составляет 4 астрономических часа.

В силу того, что во всех субъектах Российской Федерации ре-
гиональный этап проводится по одним и тем же заданиям, подго-
товленным Центральной предметно-методической комиссией, в целях
предотвращения преждевременного доступа к текстам заданий со сто-
роны участников Олимпиады, а также их учителей и наставников,
время начала и окончания туров в установленные даты в каждом
субъекте РФ должно определяться в соответствии с «Временны́ми
регламентами проведения туров регионального этапа Всерос-
сийской олимпиады школьников в субъектах Российской Фе-
дерации в 2017–2018 учебном году» для часовых поясов.

Показ работ, проведение апелляций и разбор задач в субъектах
Российской Федерации, где тур оканчивается в 16.00 и 17.00 по мест-
ному времени, проводятся не раньше, чем на следующий день после
проведения второго тура Олимпиады.

В остальных субъектах Российской Федерации рекомендуется
также осуществлять показ работ и проведение апелляций не раньше,
чем на следующий день после проведения второго тура Олимпиады.

Победители и призёры олимпиады определяются Порядком про-
ведения Всероссийской олимпиады школьников и Требованиями к
проведению регионального этапа Всероссийской олимпиады школь-
ников по математике в 2017–2018 учебном году.

Решение каждой задачи оценивается целым числом баллов от 0
до 7. Максимальное количество баллов, которое может получить
участник, равно 70 (35 — I тур, 35 — II тур).

Задания математических олимпиад являются творческими, до-
пускают несколько различных вариантов решений. Кроме того, необ-
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ходимо оценивать частичные продвижения в задачах (например, раз-
бор важного случая, доказательство вспомогательного утверждения,
нахождение примера и т.п.). Наконец, возможны логические и ариф-
метические ошибки в решениях. Окончательные баллы по задаче
должны учитывать всё вышеперечисленное.

Ниже приведена стандартная методика оценивания решений.

Баллы Правильность (ошибочность) решения
7 Полное верное решение.
6–7 Верное решение, но имеются небольшие недочёты, в це-

лом не влияющие на решение.
5–6 Решение в целом верное. Однако оно содержит ошибки,

либо пропущены случаи, не влияющие на логику рас-
суждений.

3–4 В том случае, когда решение задачи делится на две рав-
ноценные части — решение одной из частей.

2–3 Доказаны вспомогательные утверждения, помогающие
в решении задачи.

0–1 Рассмотрены отдельные случаи при отсутствии реше-
ния.

0 Решение неверное, продвижения отсутствуют.
0 Решение отсутствует.

Важно отметить, что любое правильное решение оценивается в
7 баллов. Недопустимо снимать баллы за то, что текст решения слиш-
ком длинный, или за то, что верное решение школьника отличается
от приведённого в данной методической разработке или от других ре-
шений, известных жюри. В то же время любой сколь угодно длинный
текст, не содержащий полезных продвижений, должен быть оценен в
0 баллов.

Ниже приведены ответы и решения к задачам олимпиады. В ком-
ментариях к задачам указаны критерии оценивания (в баллах) неко-
торых предполагаемых ошибок и частичных продвижений. Заметим,
что работа участника, помимо приведённых, может включать другие
содержательные продвижения и ошибки, которые должны быть оце-
нены дополнительно.

Желаем успешной работы!
Авторы и составители сборника
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10 класс
10.1. Разбейте какой-нибудь клетчатый квадрат на клетчатые квад-

ратики так, чтобы не все квадратики были одинаковы, но квад-
ратиков каждого размера было одно и то же количество.

(Методкомиссия)

Рис. 4

Решение. Один из многих возмож-
ных примеров приведён на рис. 4.

Комментарий. Любой верный при-
мер разрезания— 7 баллов.

10.2. Петя и Вася по очереди выписывают на
доску натуральные числа, не превосхо-
дящие 2018 (выписывать уже имеющее-
ся число запрещено); начинает Петя. Ес-
ли после хода игрока на доске оказываются три числа, образу-
ющих арифметическую прогрессию, — этот игрок выигрывает.
У кого из игроков есть стратегия, позволяющая ему гарантиро-
ванно выиграть? (М. Дидин, П. Кожевников)

Ответ. У Васи.
Решение. Рассмотрим момент после третьего хода (когда

выписаны три числа). Если к этому моменту никто еще не вы-
играл, то следующим ходом Вася выигрывает — ему достаточно
найти два выписанных числа одной чётности и выписать своим
ходом их среднее арифметическое (оно является целым числом).

Кроме того, заметим, что если три целых числа из множе-
ства 1, 2, 3, . . . , 2018 образуют арифметическую прогрессию, то
её разность не больше 1008 (иначе разность между наибольшим
и наименьшим числами будет не менее 2 ·1009 = 2018, что невоз-
можно).

Теперь опишем выигрышную стратегию Васи.
Пусть первым ходом Петя выписал число a. Предположим,

что a 6 1009. Тогда Вася выписывает то из чисел 2017 или 2018,
чётность которого отлична от чётности числа a (обозначим это
число через b). После этого хода выписано два числа разной
чётности; значит, они не могут быть первым и третьим членом
прогрессии из целых чисел. А поскольку b−a > 1009, они также
не могут быть соседними членами прогрессии. Тем самым, Петя

10



Региональный этап, 2017–2018 учебный год. Первый день

не сможет выиграть третьим ходом. Но в этом случае, как мы
видели ранее, следующим ходом Вася выиграет.

Если же a > 1010, то Вася отвечает, выписывая то из чисел
1 и 2, которое по чётности отличается от a. Дальнейшие рассуж-
дения аналогичны первому случаю.

Комментарий. Верный ответ без обоснований (или с
неверным обоснованием) — 0 баллов.

Предъявление стратегии, которая не работает хотя бы в од-
ном случае — 0 баллов.

Предъявлена верная стратегия для Васи без обоснования,
что она работает — 5 баллов.

Доказано только, что в момент, когда на доске выписаны
три числа, следующим ходом всегда можно выиграть — 2 балла.

10.3. Положительные числа x, y таковы, что x5−y3 > 2x. Докажите,
что x3 > 2y. (Н. Агаханов)

Решение. Требуемое неравенство равносильно неравенству
x9 > 8y3. По условию, 8(x5 − 2x) > 8y3; значит, достаточно
доказать неравенство x9 > 8x5 − 16x. Перенося в последнем
неравенстве все члены в левую часть, получаем неравенство
x(x4 − 4)2 > 0, которое верно для положительного x. Значит,
и требуемое неравенство также верно.

Комментарий. Задача сведена к доказательству неравен-
ства x9 > 8x5 − 16x (или эквивалентного) для положительно-
го x— 3 балла.

10.4. Пусть O—центр окружности Ω, описанной около остроугольно-
го треугольника ABC. На дуге AC этой окружности, не содер-
жащей точку B, взята точка P . На отрезке BC выбрана точкаX
так, что PX ⊥ AC. Докажите, что центр окружности, описан-
ной около треугольника BXP , лежит на окружности, описан-
ной около треугольника ABO. (И. Фролов)

Решение. Пусть G—центр окружности γ, описанной око-
ло треугольника BXP (см. рис. 5). Тогда ∠BGP =

� �
BXP =

= 2∠CXP (так как угол CXP острый). Поскольку GB = GP
и OB = OP , треугольники GOB и GOP равны по трём сторо-
нам, откуда ∠BGO = ∠OGP = 1

2
∠BGP = ∠CXP . Наконец, из

равнобедренного треугольника AOB получаем ∠BAO = 90◦ −

11



XLIV Всероссийская математическая олимпиада школьников

− 1
2
∠AOB = 90◦ − ∠ACB = ∠CXP . Итак, ∠BGO = ∠CXP =

= ∠BAO, что и означает, что точки A, G, B и O лежат на одной
окружности.

A

B

C
G

P

OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO X

Ω
γ

Рис. 5

Замечание. Завершить ре-
шение можно по-другому, дока-
зав, что точка G лежит на пря-
мой AP (поскольку ∠BPG =
= ∠BCA = ∠BPA), и восполь-
зовавшись равенством ∠OGP =
= ∠CXP = ∠ABO.

Комментарий. Доказано,
что ∠BGP не зависит от поло-
жения точки P — 1 балл.

Доказано, что при всевозможных положениях точки P
все полученные точки G лежат на некоторой фиксированной
окружности— 3 балла.

10.5. Дано нечётное число n > 10. Найдите количество способов
расставить по кругу в некотором порядке натуральные числа
1, 2, 3, . . . , n так, чтобы каждое число являлось делителем сум-
мы двух соседних с ним чисел. (Способы, отличающиеся пово-
ротом или отражением, считаются одинаковыми.) (Д. Храмцов)

Ответ. Два способа.
Решение. Рассмотрим произвольную расстановку чисел от

1 до n, удовлетворяющую требованиям. Предположим, что два
чётных числа x и y стоят рядом, а следующее за ними число —
z. Так как x+ z делится на y, число z также чётно. Продолжая
таким же образом движение по кругу, получим, что все числа в
расстановке чётны, что невозможно. Итак, никакие два чётных
числа не стоят рядом; значит, некоторые два нечётных числа
стоят рядом, а остальные чётные и нечётные чередуются.

Заметим, что оба соседа числа n не могут быть чётными;
действительно, в противном случае их сумма делилась бы на 2n,
то есть была бы не меньше 2n. Значит, у любого нечётного чис-
ла, меньшего n, либо оба соседа чётны, либо одним из соседей
является число n.

Предположим, что числа n и n− 2 — соседи, а другой сосед
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числа n − 2 —число t. Число t + n = (n − 2) + (t + 2) должно
делиться на n − 2, что возможно лишь при t = n − 4. Но тогда
три нечётных числа n, n − 2, n − 4 стоят подряд, что, как мы
доказали, невозможно.

Итак, оба соседа нечётного числа n− 2 чётны, а потому их
сумма делится на 2(n−2), то есть эта сумма не меньше 2(n−2);
это возможно лишь если эти соседи— n−1 и n−3. В частности,
числа n−1 и n−2 — соседи. Если пара n−1, n−2 продолжается
далее числами, идущими подряд по убыванию вплоть до числа 1,
мы приходим к круговой расстановке n− 1, n− 2, n− 3, n− 4,
. . . , 3, 2, 1, n, которая, очевидно, удовлетворяет условию.

Предположим теперь, что пара n − 1, n − 2 продолжается
далее числами, идущими подряд по убыванию, вплоть до числа
d > 1, а после него следует число x 6= d− 1. Итак, у нас имеется
подряд идущие по окружности числа n − 1, n − 2, . . . , d + 1,
d, x, y, . . . . Так как x + (d + 1) = (x + 1) + d делится на d, то
x + 1 делится на d, в частности, x > d − 1. Но x отлично от
чисел d− 1, d, . . . , n− 2, n− 1; значит, единственный оставшийся
вариант — это x = n.

Пусть n = 2k + 1. Мы получили, что число n + 1 = 2k + 2
делится на d; так как d < n, имеем d 6 k+ 1. С другой стороны,
y 6 d − 1 6 k (так как все числа, большие d − 1, уже исполь-
зованы). Отсюда d + y 6 (k + 1) + k = n. Так как d + y долж-
но делиться на x = n, приходим к единственной возможности:
d = k + 1, x = n, y = k. Итак, у нас имеются подряд идущие по
окружности числа 2k, 2k−1, 2k−2, . . . , k+2, k+1, 2k+1, k, a, . . ..

Так как a 6 k − 1 (все числа, большие k − 1, уже исполь-
зованы) и число (2k + 1) + a = 2k + (a + 1) делится на k, одно-
значно находим a = k−1. Аналогично, если последовательность
продолжается далее числами k− 1, k− 2, . . . , b+ 1, b, идущими
подряд по убыванию, а далее следует число y, однозначно нахо-
дим y = b − 1 (поскольку b + 1 + y делится на b, и y 6 b − 1).
Итак, мы приходим к круговой расстановке 2k, 2k − 1, 2k − 2,
. . . , k+ 2, k+ 1, 2k+ 1, k, k− 1, k− 2, . . . , 1, которая, очевидно,
удовлетворяет условию (и отлична от найденной ранее).

Замечание. Тем же методом, который использовался в ре-
шении, можно доказать, что в аналогичной задаче для чётного
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n > 10 расстановка n, n − 1, n − 2, n − 3, n − 4, . . . , 3, 2, 1 —
единственная, удовлетворяющая условию.

Комментарий. Только верный ответ или верный ответ с
предъявлением одной из двух искомых расстановок— 0 баллов.

Баллы за следующие продвижения из разных пунктов а),
б), в) суммируются.

а) Найдены два примера расстановок, удовлетворяющих
условию— 1 балл.

б) Доказано, что числа n− 1 и n− 2 стоят рядом— 2 балла.
Если доказано только, что два чётных числа не стоят ря-

дом— ставится 1 балл из этих 2.
в) В предположении, что n−1 и n−2 стоят рядом, доказано,

что цепочка однозначно продолжается до одного из примеров
(n−1, n−2, n−3, . . . , 2, 1, n) или (2k, 2k−1, 2k−2, . . . , k+1, 2k+
+ 1, k, k − 1, k − 2, . . . , 1) — 4 балла.

Если доказано только, что продолжение имеет вид (n−1, n−
− 2, . . . , d + 1, d, n, . . .) при некотором d— ставится 1 балл из
этих 4.

Если доказано, что продолжение имеет вид (n− 1, n− 2, n−
− 3, . . . , 2, 1, n) или (2k, 2k − 1, 2k − 2, . . . , k + 1, 2k + 1, k, . . .) —
ставятся 3 балла из этих 4.
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