
XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÓñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷9 êëàññ9.5. Íåíóëåâûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî óðàâíåíèå
a(x− a)2 + b(x− b)2 = 0èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî |a| = |b|.(Í. Àãàõàíîâ)Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü |b| 6= |a|. Òîãäà b+a 6= 0, è äàííîåóðàâíåíèå � êâàäðàòíîå: (a+b)x2−2(a2+b2)x+(a3+b3) = 0. Ïðèýòîì åãî äèñêðèìèíàíò D

4 = (a2+b2)2−(a+b)(a3+b3) = −ab(a−

−b)2 íå ðàâåí íóëþ, òàê êàê a, b�íåíóëåâûå, è a−b 6= 0. Çíà÷èò,óðàâíåíèå íå ìîæåò èìåòü ðîâíî îäíî ðåøåíèå. Ïðîòèâîðå÷èå.Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè b = −a äàííîå óðàâíåíèå �ëèíåéíîå: −4a2x = 0, è îíî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x =
= 0. Åñëè æå a = b, òî äèñêðèìèíàíò îáðàùàåòñÿ â íîëü, è óóðàâíåíèÿ òàêæå ðîâíî îäíî ðåøåíèå.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü ÷èñëà a è b îäíîãî çíàêà. Åñëè îíèîáà � ïîëîæèòåëüíûå, òî a(x − a)2 > 0 è b(x − b)2 > 0, îòêóäàñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî a(x−a)2+b(x−b)2 = 0 ìîæåò âûïîëíÿòü-ñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
a(x− a)2 = 0 è b(x− b)2 = 0, òî åñòü x = a è x = b, îòêóäà a = b.Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà îáà ÷èñëà � îòðèöà-òåëüíûå (çíàêè íåðàâåíñòâ ìåíÿþòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûå).Ïóñòü òåïåðü ÷èñëà èìåþò ðàçíûå çíàêè; áåç îãðàíè÷åíèÿîáùíîñòè, a > 0 è b < 0. Òîãäà ìîæíî ïîëîæèòü a = c2, b =
= −d2, ãäå c > 0 è d > 0. Âîñïîëüçîâàâøèñü �îðìóëîé ðàçíîñòèêâàäðàòîâ, ïðåîáðàçóåì äàííîå óðàâíåíèå: 0 = a(x− a)2+ b(x−
−b)2 = c2(x−a)2−d2(x−b)2 = (c(x−a)−d(x−b))(c(x−a)+d(x−
− b)). Åñëè c 6= d, ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå èìååò äâà ðàçëè÷íûõêîðíÿ x1 = ac− bd

c− d = c3 + d3

c− d è x2 = ac+ bd
c+ d = c3 − d3

c+ d (çàìåòèì,÷òî |x2| < |x1|, ïîñêîëüêó |c3 + d3| > |c3 − d3| è |c − d| < |c +
+ d|). Çíà÷èò, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå çàäà÷è, íåîáõîäèìîðàâåíñòâî c = d, èç êîòîðîãî è ñëåäóåò, ÷òî b = −a.4



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíüÊîììåíòàðèé. Èç ðàññìîòðåíèÿ äèñêðèìèíàíòîâ ïîëó÷å-íî ðàâåíñòâî a = b (ïðè ýòîì ïîòåðÿí ñëó÷àé a = −b, êîãäàóðàâíåíèå íå êâàäðàòíîå) � 3 áàëëà.Ïðè èññëåäîâàíèè çíàêîâ a è b âåðíî ðàçîáðàí òîëüêî ñëó-÷àé, êîãäà ÷èñëà a è b îäíîãî çíàêà � 2 áàëëà.Ïðè èññëåäîâàíèè çíàêîâ a è b âåðíî ðàçîáðàí òîëüêî ñëó-÷àé, êîãäà ÷èñëà a è b ðàçíîãî çíàêà � 4 áàëëà.9.6. Òðèäöàòü äåâî÷åê � 13 â êðàñíûõ ïëàòüÿõ è 17 â ñèíèõ ïëà-òüÿõ� âîäèëè õîðîâîä âîêðóã íîâîãîäíåé ¼ëêè. Âïîñëåäñòâèèêàæäóþ èç íèõ ñïðîñèëè, áûëà ëè å¼ ñîñåäêà ñïðàâà â ñèíåìïëàòüå. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðàâèëüíî îòâåòèëè òå è òîëüêî òå äå-âî÷êè, êîòîðûå ñòîÿëè ìåæäó äåâî÷êàìè â ïëàòüÿõ îäíîãî öâå-òà. Ñêîëüêî äåâî÷åê ìîãëè îòâåòèòü óòâåðäèòåëüíî?(�. Æåíîäàðîâ)Îòâåò. 17.�åøåíèå. �àññìîòðèì ëþáóþ äåâî÷êó. Öâåòà ïëàòüåâ å¼ñîñåäîê ñëåâà è ñïðàâà ìîãëè áûòü òàêèìè: ñèíèé�ñèíèé, ñèíèé�êðàñíûé, êðàñíûé�ñèíèé, êðàñíûé�êðàñíûé. Äåâî÷êà îòâåòèëà¾äà¿ ðîâíî â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ; çíà÷èò, îíà ñêàçàëà ¾äà¿ðîâíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà å¼ ñîñåäêà ñëåâà áûëà â ñèíåì ïëàòüå.Èòàê, ïîñêîëüêó ðîâíî ó 17 äåâî÷åê ñîñåäêà ñëåâà áûëà âñèíåì ïëàòüå, òî è îòâåò ¾äà¿ ïðîçâó÷àë 17 ðàç.Çàìå÷àíèå. Èìåþòñÿ äðóãèå (áîëåå ñëîæíûå) îáîñíîâàíèÿòîãî, ÷òî â õîðîâîäå ðîâíî 17 äåâî÷åê, îòâåòèâøèõ ¾äà¿.Êîììåíòàðèé. Òîëüêî îòâåò (áåç îáîñíîâàíèÿ, ëèáî ïîëó-÷åííûé ðàññìîòðåíèåì ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ðàññòàíîâêè) � 1 áàëë.Çà ïîïûòêè îáîñíîâàíèÿ, â êîòîðûõ ðàññìîòðåíû íå âñå âà-ðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ äåâî÷åê, äîïîëíèòåëüíûå áàëëû íå íà-÷èñëÿþòñÿ.9.7. Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå AC îñòðîóãîëüíîãî òðå-óãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AB è BC â òî÷êàõ B1 è B2ñîîòâåòñòâåííî, à ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå AB ïå-ðåñåêàåò ïðÿìûå AC è BC â òî÷êàõ C1 è C2 ñîîòâåòñòâåííî.Îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ BB1B2 è CC1C2ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ P è Q. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè,5



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâîïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, ëåæèò íà ïðÿìîé PQ.(Ë. Åìåëüÿíîâ)
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�åøåíèå. Ïóñòü O�öåíòðîêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëîòðåóãîëüíèêà ABC. Ïîêàæåìñíà÷àëà, ÷òî ïðÿìàÿ OB êàñà-åòñÿ îêðóæíîñòè ωb, îïèñàííîéîêîëî òðåóãîëüíèêà BB1B2.Ïóñòü AB < BC; òîãäà ñå-ðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòî-ðîíå AC ïåðåñåêàåò ñòîðîíó BCâ òî÷êå B2, à ïðîäîëæåíèå ñòî-ðîíû AB çà òî÷êó B � â òî÷êå B1 (ñì. ðèñ. 1). Èìååì ∠B2B1A =

= ∠OB1A = 90◦ − ∠A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ðàâíîáåäðåííî-ãî òðåóãîëüíèêà BOC ïîëó÷àåì ∠B2BO = ∠CBO = 90◦ −
− 1

2 ∠BOC = 90◦−∠A. Òàêèì îáðàçîì, âïèñàííûé óãîë ∠B2B1Bðàâåí óãëó ìåæäó ñåêóùåé BB2 è ïðÿìîé OB. Èç îáðàòíîé òåî-ðåìû îá óãëå ìåæäó êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé ñëåäóåò, ÷òî OBêàñàåòñÿ ωb. Åñëè AB < BC, òî ïðîõîäèò òî æå ðàññóæäåíèå ñçàìåíîé òî÷êè A íà C è íàîáîðîò.Àíàëîãè÷íî, ïðÿìàÿ OC êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ωc, îïèñàí-íîé îêîëî òðåóãîëüíèêà CC1C2. Òåïåðü íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òîïðÿìàÿ OP ïðîõîäèò ÷åðåç Q. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê, è ïðÿ-ìàÿ OP ïåðåñåêàåò ωb è ωc â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ Qb è Qc. Òîãäàïî òåîðåìå î ïðîèçâåäåíèè îòðåçêîâ ñåêóùèõ èìååì OQb ·OP =
= OB2 = OC2 = OQc · OP , îòêóäà OQb = OQc; íàêîíåö, ïî-ñêîëüêó òî÷êè Qb è Qc ëåæàò ïî òó æå ñòîðîíó îò O, ÷òî è P ,ïîëó÷àåì Qb = Qc, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ íåîñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà óòâåð-æäåíèå çàäà÷è òàêæå âåðíî. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî îêðóæíîñòè,îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ B1B2B è C1C2C íå âñåãäà ïå-ðåñåêàþòñÿ (äàæå â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå). Â ýòîì ñëó-÷àå óòâåðæäåíèå çàäà÷è ñîõðàíèò ñèëó, åñëè çàìåíèòü çàìåíèòüïðÿìóþ PQ íà ðàäèêàëüíóþ îñü îêðóæíîñòåé ωb è ωc.6



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíüÇàìå÷àíèå 2. Íåòðóäíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî íà ïðÿ-ìîé PQ (èëè íà ðàäèêàëüíîé îñè ωb è ωc) ëåæèò âåðøèíà A.Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî, ÷òî ïðÿìàÿ OB êàñàåòñÿ ωb (èëè÷òî ïðÿìàÿ OC êàñàåòñÿ ωc) � 3 áàëëà.Äîêàçàíî, ÷òî OB1 ·OB2 = OC1 ·OC2, äàëüíåéøåå ïðîäâè-æåíèå îòñóòñòâóåò � 4 áàëëà.9.8. Â êëåòêàõ äîñêè 8 × 8 ðàññòàâëåíû ÷èñëà 1 è −1 (â êàæäîéêëåòêå � ïî îäíîìó ÷èñëó). �àññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ðàñïîëî-æåíèÿ �èãóðêè íà äîñêå (�èãóðêó ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü,íî å¼ êëåòêè íå äîëæíû âûõîäèòü çà ïðåäåëû äîñêè). Íàçîâ¼ìòàêîå ðàñïîëîæåíèå íåóäà÷íûì, åñëè ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ â ÷å-òûð¼õ êëåòêàõ �èãóðêè, íå ðàâíà 0. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîç-ìîæíîå ÷èñëî íåóäà÷íûõ ðàñïîëîæåíèé. (Ì. Àíòèïîâ)
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�èñ. 2
Îòâåò. 36.�åøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî â êàæäîì¾êðåñòå¿ èç ïÿòè êëåòîê äîñêè íàéä¼ò-ñÿ õîòÿ áû îäíî íåóäà÷íîå ðàñïîëîæåíèå.Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå; ïóñòü â êðàé-íèõ êëåòêàõ êðåñòà ñòîÿò ÷èñëà a, b, c, d,à â öåíòðàëüíîé � e; îáîçíà÷èì ÷åðåç Sñóììó âñåõ ýòèõ ïÿòè ÷èñåë. Òîãäà ïî íà-øåìó ïðåäïîëîæåíèþ S − a = S − b = S − c = S − d = 0, îòêóäà

a = b = c = d. Çíà÷èò, S − a = e+ 3a = 0, òî åñòü e = −3a = ±3,÷òî íåâîçìîæíî.Èòàê, â êàæäîì èç 36 ¾êðåñòîâ¿ (ñ öåíòðàìè âî âñåõ íåêðàé-íèõ êëåòêàõ) åñòü íåóäà÷íîå ðàñïîëîæåíèå �èãóðêè. ßñíî, ÷òîêàæäîå ðàñïîëîæåíèå ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå, ÷åì â îäíîì êðåñòå;ïîýòîìó òàêèõ ðàñïîëîæåíèé íå ìåíüøå 36.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà ðèñ. 2 ïîêàçàí ïðèìåð ðàññòàíîâêè,ïðè êîòîðîé êîëè÷åñòâî íåóäà÷íûõ ðàñïîëîæåíèé ðàâíî 36 (âêàæäîé êëåòêå óêàçàí çíàê ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà). Äåéñòâè-òåëüíî, â ëþáîì êðåñòå íåóäà÷íîå ðàñïîëîæåíèå ðîâíî îäíî, àâñå ðàñïîëîæåíèÿ, ïðèëåãàþùèå äëèííîé ñòîðîíîé ê ãðàíèöåäîñêè � óäà÷íû.Êîììåíòàðèé. Òîëüêî îòâåò áåç îáîñíîâàíèÿ � 0 áàëëîâ.7



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÏðèâåä¼í òîëüêî ïðèìåð ðîâíî ñ 36 íåóäà÷íûìè ðàñïîëîæå-íèÿìè � 2 áàëëà.Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî ðàñïîëîæåíèé äîëæíî áûòü íå ìåíü-øå 36, íî ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð îòñóòñòâóåò (èëè íåâåðåí) �4 áàëëà.Äîêàçàíî, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷åòûð¼õ ðàñïîëîæåíèé �è-ãóðêè â ¾êðåñòå¿ íåóäà÷íî � 2 áàëëà. (Ýòè 2 áàëëà ìîãóò ñóì-ìèðîâàòüñÿ ñ áàëëàìè çà âåðíûé ïðèìåð.)
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