
XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ11 êëàññ11.1. Òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà òàêîâû, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öè�ðà ñóììûëþáûõ äâóõ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíåé öè�ðîé òðåòüåãî ÷èñëà.Ïðîèçâåäåíèå ýòèõ òð¼õ ÷èñåë çàïèñàëè íà äîñêå, à çàòåì âñ¼,êðîìå òð¼õ ïîñëåäíèõ öè�ð ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ñò¼ðëè. Êàêèåòðè öè�ðû ìîãëè îñòàòüñÿ íà äîñêå? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûåîòâåòû. (Í. Àãàõàíîâ)Îòâåò. 000, 250, 500 èëè 750.�åøåíèå. Ïóñòü a, b, c�äàííûå ÷èñëà. Ïî óñëîâèþ, ÷èñëà
a + b − c, b + c − a è c + a − b äåëÿòñÿ íà 10. Çíà÷èò, íà 10äåëèòñÿ è ñóììà ýòèõ ÷èñåë, ðàâíàÿ a+ b+ c. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,èç ðàâåíñòâà a+ b+ c = (a+ b− c)+2c è óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò,÷òî ïîñëåäíÿÿ öè�ðà ñóììû âñåõ òð¼õ ÷èñåë ðàâíà ïîñëåäíåéöè�ðå ÷èñëà 2c. Çíà÷èò, ÷èñëî c îêàí÷èâàåòñÿ íà 5 èëè íà 0.Àíàëîãè÷íî, íà 0 èëè íà 5 îêàí÷èâàþòñÿ ÷èñëà a è b.Íàêîíåö, ïîñêîëüêó ñóììà a+b+c ÷¼òíà, òî è îäíî èç ÷èñåë
a, b, c òàêæå ÷¼òíî. Èòàê, îäíî èç ýòèõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 10, à äâàîñòàëüíûõ � íà 5. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ íà 250, à çíà÷èò,ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ ëèøü íà 250, 500, 750 èëè 000. Îñòàëîñüïðèâåñòè ïðèìåðû òðîåê ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì, äà-þùèå äàííûå ïîñëåäíèå öè�ðû: 10 ·10 ·10 = 1000; 5 ·5 ·10 = 250;
5 · 5 · 20 = 500; 5 · 5 · 30 = 750.Êîììåíòàðèé. Òîëüêî îòâåò � 0 áàëëîâ.Ïðèâåäåíû 4 ïðèìåðà, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ìî-æåò îêàí÷èâàòüñÿ íà êàæäîå èç ÷èñåë 000, 250, 500 è 750, äàëü-íåéøèå ïðîäâèæåíèÿ îòñóòñòâóþò � 2 áàëëà.Ïðèâåäåíû òîëüêî òðè èç ÷åòûð¼õ òàêèõ ïðèìåðîâ, äàëü-íåéøèå ïðîäâèæåíèÿ îòñóòñòâóþò � 1 áàëë.Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî âñå òðè ÷èñëà äåëÿòñÿ íà 5 � 2 áàëëà.Åñëè, êðîìå ýòîãî, äîêàçàíî, ÷òî îäíî èç íèõ äåëèòñÿ íà 10 �åù¼ 1 áàëë.Äîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ íà 250 (èëè ýêâèâà-ëåíòíîå óòâåðæäåíèå) è ïðèâåäåíû ëèøü ïðèìåðû, ïîêàçûâà-þùèå, ÷òî òðè èç âîçìîæíîñòåé 000, 250, 500 è 750 ðåàëèçóþò-ñÿ � 5 áàëëîâ.12



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíü11.2. Ïóñòü P (x) è Q(x)�ïðèâåä¼ííûå êâàäðàòíûå òð¼õ÷ëåíû, èìå-þùèå ïî äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî ñóììà äâóõ ÷è-ñåë, ïîëó÷àåìûõ ïðè ïîäñòàíîâêå êîðíåé òð¼õ÷ëåíà P (x) â òð¼õ-÷ëåí Q(x), ðàâíà ñóììå äâóõ ÷èñåë, ïîëó÷àåìûõ ïðè ïîäñòàíîâ-êå êîðíåé òð¼õ÷ëåíà Q(x) â òð¼õ÷ëåí P (x). Äîêàæèòå, ÷òî äèñ-êðèìèíàíòû òð¼õ÷ëåíîâ P (x) è Q(x) ðàâíû. (Í. Àãàõàíîâ)�åøåíèå. Ïóñòü a1 è a2 �êîðíè òð¼õ÷ëåíà P (x), à b1 è b2 �êîðíè òð¼õ÷ëåíà Q(x); òîãäà P (x) = (x − a1)(x − a2) è Q(x) =
= (x− b1)(x− b2). Ïîýòîìó óñëîâèå çàäà÷è ïðèíèìàåò âèä

(b1 − a1)(b1 − a2) + (b2 − a1)(b2 − a2) =

= (a1 − b1)(a1 − b2) + (a2 − b1)(a2 − b2).Ïåðåíîñÿ âñå ñëàãàåìûå â îäíó ÷àñòü, ìû ïîëó÷àåì
(b1 − a1)(b1 − a2 + a1 − b2) + (b2 − a2)(b2 − a1 + a2 − b1) = 0,òî åñòü (b1 + a2 − a1 − b2)(a1 + b1 − a2− b2) = 0, èëè (b1 − b2)

2 −
− (a1 − a2)

2 = 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî |b1 − b2| = |a2 − a1|.Ìû äîêàçàëè, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîðíÿìè òð¼õ÷ëå-íîâ P (x) è Q(x) ðàâíû. Íî êâàäðàòû ýòèõ ðàññòîÿíèé êàê ðàçè ðàâíû, ñîãëàñíî �îðìóëå êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ, äèñ-êðèìèíàíòàì ýòèõ òð¼õ÷ëåíîâ.Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî |b1− b2| = |a2− a1|�5 áàëëîâ.Çàìå÷åíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðà-âåíñòâî |b1 − b2| = |a2 − a1|� 1 áàëë.11.3. Ìîæíî ëè ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàçáèòü íà íåïå-ðåñåêàþùèåñÿ êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà A1, A2, A3, . . . òàê, ÷òîáûïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k ñóììà âñåõ ÷èñåë, âõîäÿùèõ â ïîä-ìíîæåñòâî Ak, ðàâíÿëàñü k + 2013? (�. Æåíîäàðîâ)Îòâåò. Íåëüçÿ.Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñêîìîå ðàçáèåíèåñóùåñòâóåò. Íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî Ak áîëüøèì, åñëè îíî ñîäåð-æèò áîëüøå îäíîãî ýëåìåíòà. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n, ÷òî ñó-ùåñòâóþò õîòÿ áû n áîëüøèõ ìíîæåñòâ. Ïðè n = 1 ðàññìîò-ðèì ìíîæåñòâî Ak1
, ñîäåðæàùåå åäèíèöó; ñóììà ÷èñåë â í¼ìðàâíà k1 + 2013 > 1, çíà÷èò, îíî ñîäåðæèò åù¼ õîòÿ áû îäíî÷èñëî, òî åñòü îíî áîëüøîå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíäóêöèîííîãî13



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâïåðåõîäà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû óæå íàøëè áîëüøèå ìíîæåñòâà
Ak1

, . . . , Akn
, ãäå k1 < . . . < kn. Òîãäà ÷èñëî kn+2013 íå ëåæèò âìíîæåñòâå Akn

(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî ìíîæåñòâî íå áûëî áûáîëüøèì). Çíà÷èò, ýòî ÷èñëî ëåæèò â êàêîì-òî äðóãîì ìíîæå-ñòâå Akn+1
, ñóììà ÷èñåë â êîòîðîì ðàâíà kn+1+2013 > kn+2013;ïîýòîìó îíî òàêæå áîëüøîå, è kn+1 > kn.Ïóñòü k1 < k2 < . . . < k2014 �íîìåðà íåêîòîðûõ 2014 áîëü-øèõ ìíîæåñòâ. �àññìîòðèì ìíîæåñòâà A1, A2, . . . , Ak2014

. Â èõîáúåäèíåíèè ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå k2014+2014 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë,à çíà÷èò, ñðåäè íèõ åñòü ÷èñëî d > k2014 + 2014. Íî ýòî ÷èñëî díå ìîæåò âõîäèòü íè â îäíî èç ìíîæåñòâ Ak1
, . . . , Ak2014

, èáîñóììà â êàæäîì èç íèõ ìåíüøå d. Ïðîòèâîðå÷èå.Âòîðîå ðåøåíèå. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåìáîëüøîãî ìíîæåñòâà èç ïåðâîãî ðåøåíèÿ.Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî áîëü-øèõ ìíîæåñòâ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà íàéäåòñÿ òà-êîé íîìåð t (ñ÷èòàåì t > 1), ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ
At, At+1, At+2, . . . ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà. Èòàê, îáúåäèíå-íèå ìíîæåñòâ At, At+1, At+2, . . . åñòü ìíîæåñòâî {t + 2013, t +
+2014, . . .}. Òîãäà îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , At−1 ñîâïà-äàåò ñ ìíîæåñòâîì {1, 2, . . . , t+2012}. Íî ñóììà ýëåìåíòîâ â ýòèõìíîæåñòâàõ äîëæíà áûòü ðàâíà 2014+2015+ . . .+(t+2012), ÷òîìåíüøå, ÷åì ñóììà âñåõ ÷èñåë â ìíîæåñòâå {1, 2, . . . , t + 2012}.Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íàøå óòâåðæäåíèå âåðíî.Ñóììà ÷èñåë êàæäîãî èç ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , AN íå ïðå-âîñõîäèò N + 2013, çíà÷èò âñå ìíîæåñòâà A1, A2, . . . , AN �ïîä-ìíîæåñòâà ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , N +2013}. Òàê êàê èìååòñÿ áåñ-êîíå÷íî ìíîãî áîëüøèõ ìíîæåñòâ, òî çà�èêñèðóåì òàêîé íî-ìåð N , ÷òî ñðåäè ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , AN õîòÿ áû 2014 áîëü-øèõ. Òîãäà îáúåäèíåíèå âñåõ ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , AN ñîäåðæèòíå ìåíåå N + 2014 ýëåìåíòîâ (îíè ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ) �ïðîòèâîðå÷èå.Êîììåíòàðèé. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íóæíîå ðàçáèåíèåñóùåñòâóåò, äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ èëè áî-ëåå ýëåìåíòîâ, áåñêîíå÷íîå ÷èñëî � 3 áàëëà.Çàäà÷à ðåøåíà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â èñêîìîì ðàçáèåíèè14



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüáåñêîíå÷íîå ÷èñëî áîëüøèõ ìíîæåñòâ (íî ýòà áåñêîíå÷íîñòü âðàáîòå íå äîêàçàíà) � 3 áàëëà.11.4. Â îêðóæíîñòü Ω âïèñàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, â êî-òîðîì AB > BC. Ïóñòü P è Q� ñåðåäèíû ìåíüøåé è áîëüøåéäóã AC îêðóæíîñòè Ω, ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü M � îñíîâàíèåïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè Q íà îòðåçîê AB. Äî-êàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà BMC,äåëèò ïîïîëàì îòðåçîê BP . (Ô. Èâëåâ)Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü S � ñåðåäèíà BP , O�öåíòðîêðóæíîñòè Ω. Òîãäà O� ñåðåäèíà îòðåçêà PQ, à S �ïðîåê-öèÿ O íà BP . Çàìåòèì, ÷òî QA = QC, òàê êàê Q� ñåðåäèíàäóãè AC. �àâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè AQC è POC ïîäîáíû,òàê êàê ∠QAC è ∠OPC îïèðàþòñÿ íà îäíó äóãó QC. Ïðÿìî-óãîëüíûå òðåóãîëüíèêè AQM è POS ïîäîáíû, òàê êàê ∠QAMè ∠OPS îïèðàþòñÿ íà îäíó äóãó QB. Èç äîêàçàííûõ ïîäîáèéñëåäóåò, ÷òî AM
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�èñ. 3
Ïîñêîëüêó ∠MAC = ∠SPC(îíè îïèðàþòñÿ íà îäíó äóãó BC),ïîëó÷àåì, ÷òî òðåóãîëüíèêè AMCè PSC ïîäîáíû. Îòñþäà ñëåäóåò,÷òî óãëû BMC è BSC ðàâíû êàêñìåæíûå ñ ñîîòâåòñòâåííûìè óãëà-ìè â ýòèõ òðåóãîëüíèêàõ. Îòñþäàè ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè B,C,M,S ëå-æàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü K �òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå C îò-íîñèòåëüíî ïðÿìîé BQ. Ïîñêîëüêóäóãè AQ è CQ ðàâíû, ïðÿìàÿ BQ ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé áèññåêòðè-ñîé óãëà ABC; çíà÷èò, òî÷êà K ëåæèò íà ïðÿìîé AB. Äàëåå,èç ñèììåòðèè ïîëó÷àåì QK = QC = QA. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê

QAK ðàâíîáåäðåííûé, è åãî âûñîòà QM ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé:
AM = MK.Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê BCK ðàâíîáåäðåííûé (BC = CK),èìååì ∠BKC = 1

2 ∠ABC = ∠PBC. Êðîìå òîãî, ∠BPC =15



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ
A

B

C

P

Q

M

K

S

Ω

�èñ. 4
= ∠BAC êàê îïèðàþùèåñÿ íà îäíó äóãó. Çíà÷èò, òðåóãîëüíè-êè CAK è CPB ïîäîáíû ïî äâóì óãëàì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sñåðåäèíó îòðåçêà BP . Òîãäà óãëû CSB è CMK � ñîîòâåòñòâåí-íûå â ýòèõ ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêàõ; çíà÷èò, îíè ðàâíû, òî åñòü
∠CSB = ∠CMB. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè C, S, M , B ëåæàòíà îäíîé îêðóæíîñòè.Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî, ÷òî òðåóãîëüíèêè AQM è POSïîäîáíû, èëè äîêàçàíî, ÷òî òðåóãîëüíèêè AQC è POC ïîäîá-íû� 1 áàëë.Äîêàçàíû îáà ýòèõ ïîäîáèÿ � 3 áàëëà.Íà ëó÷å AB íàéäåíà òî÷êà K òàêàÿ, ÷òî BK = BC è QA =
= QK (èëè MA = MK) � 2 áàëëà.
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