
�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíü10 êëàññ10.5. Òðèäöàòü äåâî÷åê � 13 â êðàñíûõ ïëàòüÿõ è 17 â ñèíèõ ïëà-òüÿõ� âîäèëè õîðîâîä âîêðóã íîâîãîäíåé ¼ëêè. Âïîñëåäñòâèèêàæäóþ èç íèõ ñïðîñèëè, áûëà ëè å¼ ñîñåäêà ñïðàâà â ñèíåìïëàòüå. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðàâèëüíî îòâåòèëè òå è òîëüêî òå äå-âî÷êè, êîòîðûå ñòîÿëè ìåæäó äåâî÷êàìè â ïëàòüÿõ îäíîãî öâå-òà. Ñêîëüêî äåâî÷åê ìîãëè îòâåòèòü óòâåðäèòåëüíî?(�. Æåíîäàðîâ)Îòâåò. 17.�åøåíèå. �àññìîòðèì ëþáóþ äåâî÷êó. Öâåòà ïëàòüåâ å¼ñîñåäîê ñëåâà è ñïðàâà ìîãëè áûòü òàêèìè: ñèíèé�ñèíèé, ñèíèé�êðàñíûé, êðàñíûé�ñèíèé, êðàñíûé�êðàñíûé. Äåâî÷êà îòâåòèëà¾äà¿ ðîâíî â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ; çíà÷èò, îíà ñêàçàëà ¾äà¿ðîâíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà å¼ ñîñåäêà ñëåâà áûëà â ñèíåì ïëàòüå.Èòàê, ïîñêîëüêó ðîâíî ó 17 äåâî÷åê ñîñåäêà ñëåâà áûëà âñèíåì ïëàòüå, òî è îòâåò ¾äà¿ ïðîçâó÷àë 17 ðàç.Çàìå÷àíèå. Èìåþòñÿ äðóãèå (áîëåå ñëîæíûå) îáîñíîâàíèÿòîãî, ÷òî â õîðîâîäå ðîâíî 17 äåâî÷åê, îòâåòèâøèõ ¾äà¿.Êîììåíòàðèé. Òîëüêî îòâåò (áåç îáîñíîâàíèÿ, ëèáî ïîëó-÷åííûé ðàññìîòðåíèåì ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ðàññòàíîâêè) � 1 áàëë.Çà ïîïûòêè îáîñíîâàíèÿ, â êîòîðûõ ðàññìîòðåíû íå âñå âà-ðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ äåâî÷åê, äîïîëíèòåëüíûå áàëëû íå íà-÷èñëÿþòñÿ.10.6. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b è c, ãäå c > 2, òàêîâû, ÷òî 1

a
+

1

b
=

1

c
.Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a+ c, b+ c� ñîñòàâíîå.(Â. Ñåíäåðîâ)�åøåíèå. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç äâóõ÷èñåë da = ÍÎÄ(a, c) è db = ÍÎÄ(b, c) áîëüøå 1. Äåéñòâèòåëüíî,åñëè, íàïðèìåð, da > 1, òî a+c äåëèòñÿ íà da è a+c > da, çíà÷èò,

a+ c� ñîñòàâíîå ÷èñëî.Èç ðàâåíñòâà 1

a
+

1

b
=

1

c
ñëåäóåò c(a + b) = ab, çíà÷èò, abäåëèòñÿ íà c. Íî òîãäà, åñëè da = db = 1, òî è c = 1, ÷òî íåâîç-ìîæíî ïî óñëîâèþ. Èòàê, îäíî èç ÷èñåë da è db áîëüøå 1, ÷òî èòðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 9



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÇàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî åñëè íàòóðàëüíûå a, b, c óäîâëå-òâîðÿþò ðàâåíñòâó 1/a+1/b = 1/c, òî ÷èñëî a+ b òàêæå ñîñòàâ-íîå.Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî, ÷òî îäíî èç ÷èñåë da è db áîëüøååäèíèöû� 5 áàëëîâ.Åñëè çàäà÷à ñâåäåíà ê óòâåðæäåíèþ, ÷òî îäíî èç ÷èñåë daè db áîëüøå åäèíèöû, íî ñàìî ýòî óòâåðæäåíèå íå äîêàçàíî �2 áàëëà.10.7. Ê äâóì íåïåðåñåêàþùèìñÿ îêðóæíîñòÿì ω1 è ω2 ïðîâåäåíû òðèîáùèå êàñàòåëüíûå � äâå âíåøíèå, a è b, è îäíà âíóòðåííÿÿ, c.Ïðÿìûå a, b è c êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè ω1 â òî÷êàõ A1, B1 è C1ñîîòâåòñòâåííî, à îêðóæíîñòè ω2� â òî÷êàõ A2, B2 è C2 ñîîò-âåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ
A1B1C1 è A2B2C2 ðàâíî îòíîøåíèþ ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé ω1è ω2. (Ë. Åìåëüÿíîâ)�åøåíèå. Ïóñòü r1 è r2 �ðàäèóñû îêðóæíîñòåé ω1 è ω2ñîîòâåòñòâåííî, à O1 è O2 �èõ öåíòðû. Åñëè r1 = r2, òî òðå-óãîëüíèêè A1B1C1 è A2B2C2 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî òî÷êèïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ O1O2 è C1C2, è èõ ïëîùàäè ðàâíû.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r1 6= r2; ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè r1 <
< r2. Òîãäà ëó÷è A2A1 è B2B1 ïåðåñåêàþòñÿ â íåêîòîðîé òî÷-êå S. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P è Q òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé c ñ ïðÿ-ìûìè a è b ñîîòâåòñòâåííî. Ìû äîêàæåì, ÷òî 1) A1B1

A2B2
= r1

r2
, è2) âûñîòû h1 è h2 òðåóãîëüíèêîâ A1B1C1 è A2B2C2, ïðîâåä¼í-íûå èç âåðøèí C1 è C2 ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíû. Îòñþäà áóäåòñëåäîâàòü, ÷òî SA1B1C1

SA2B2C2

=
A1B1 · h1/2
A2B2 · h2/2

= r1
r2
, ÷òî è òðåáóåòñÿ.1) Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè SA1O1 è SA2O2 ïîäîáíû,çíà÷èò, SA1

SA2
= r1

r2
. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíè-êè SA1B1 è SA2B2 ïîäîáíû ñ êîý��èöèåíòîì r1/r2, îòêóäà èñëåäóåò íóæíîå óòâåðæäåíèå.2) Îáîçíà÷èì ïðîåêöèè òî÷åê B1, C1, B2, C2, P è Q íà ëè-íèþ öåíòðîâ O1O2 ÷åðåç B′

1
, C ′

1
, B′

2
, C ′

2
, P ′ è Q′ ñîîòâåòñòâåííî(ïðîåêöèÿìè òî÷åê A1 è A2 íà O1O2 òàêæå ÿâëÿþòñÿ B′

1
è B′

2
).10



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíü
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�èñ. 3Çàìåòèì, ÷òî äëèíû îòðåçêîâ B′

1
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1
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2
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2
ðàâíû h1 è h2 ñîîò-âåòñòâåííî.Èç ðàâåíñòâà îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ ê ω1 èìååì SP + PQ−

− SQ = (SA1 + PA1) + (PC1 +QC1)− (SB1 +QB1) = 2PA1 =
= 2PC1. Àíàëîãè÷íî, èç ðàâåíñòâà îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ ê ω2ïîëó÷àåì SP +PQ−SQ = (SA2−PA2)+(PC2+QC2)− (SB2−
− QB2) = 2QB2 = 2QC2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî PA1 = PC1 =
= QB2 = QC2.Ïóñòü ïðÿìàÿ c ïåðåñåêàåò O1O2 â òî÷êå M . Ïîëîæèì α =
= ∠PSM = ∠QSM , β = ∠SMP = ∠O2MQ. Èìååì B′

1
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=
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2
, òî åñòü B′
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2
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2
, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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ℓ�èñ. 4Çàìå÷àíèå. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ÷àñòè 1) ìîæíî âîñïîëü-çîâàòüñÿ ãîìîòåòèåé ñ öåíòðîì â òî÷êå S. 11



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ×àñòü 2) ìîæíî äîêàçûâàòü è ïî-äðóãîìó. Äîñòàòî÷íî äî-êàçàòü, ÷òî ñåðåäèíû A0, B0 è C0 îòðåçêîâ A1A2, B1B2 è C1C2ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé ℓ (ýòà ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ ðàäèêàëü-íîé îñüþ îêðóæíîñòåé ω1 è ω2, ñì. ðèñ. 4). Äåéñòâèòåëüíî,òîãäà ℓ ⊥ O1O2, è òî÷êè B′
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1
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2
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2
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2
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1
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2
0
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2
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2
0
). Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî, òàêêàê A1A0 = A2A0 è C1C0 = C2C0. Àíàëîãè÷íî B0C0 ⊥ O1O2,÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî A0, B0 è C0 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïåðïåí-äèêóëÿðíîé O1O2.Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíà òîëüêî ÷àñòü 1) � 2 áàëëà.Äîêàçàíà òîëüêî ÷àñòü 2) � 4 áàëëà.Çà îòñóòñòâèå ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àÿ r1 = r2 áàëëû íå ñíè-ìàþòñÿ.Åñëè â ðàáîòå ñ�îðìóëèðîâàíû è èñïîëüçóþòñÿ èçâåñòíûåñâîéñòâà ðàäèêàëüíîé îñè, îöåíêà íå ñíèæàåòñÿ.Òîò �àêò, ÷òî PC1 = QC2 (èëè àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà îò-ðåçêîâ), ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàí, íî íå äîêàçàí â ðàáîòå.Ïîñêîëüêó ýòî èçâåñòíàÿ òåîðåìà, çà îòñóòñòâèå â ðàáîòå ýòîãîäîêàçàòåëüñòâà áàëëû íå ñíèæàþòñÿ.Òîëüêî äîêàçàíî ðàâåíñòâî PC1 = QC2 (èëè àíàëîãè÷-íûå) � 0 áàëëîâ (òàê êàê ýòî èçâåñòíàÿ òåîðåìà).10.8. Íà îêðóæíîñòè äëèíû 2013 îòìå÷åíû 2013 òî÷åê, äåëÿùèõ å¼íà ðàâíûå äóãè. Â êàæäîé îòìå÷åííîé òî÷êå ñòîèò �èøêà. Íà-çîâ¼ì ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè äëèíó ìåíüøåé äóãèìåæäó ýòèìè òî÷êàìè. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì n ìîæíî ïåðå-ñòàâèòü �èøêè òàê, ÷òîáû ñíîâà â êàæäîé îòìå÷åííîé òî÷êåáûëî ïî �èøêå, à ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ �èøêàìè,èçíà÷àëüíî óäàë¼ííûìè íå áîëåå, ÷åì íà n, óâåëè÷èëîñü?(Ä. Õðàìöîâ)Îòâåò. n = 670.�åøåíèå. Çàíóìåðóåì òî÷êè è ñòîÿùèå íà íèõ �èøêè ïî12



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíü÷àñîâîé ñòðåëêå ïîñëåäîâàòåëüíûìè íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè÷èñëàìè îò 0 äî 2012. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêóè �èøêè ñ íîìåðàìè 0, 671 è 1342, èçíà÷àëüíî ðàñïîëîæåííûåâ âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿìåæäó íèìè ðàâíû 671. Ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ñóììà ïîïàðíûõðàññòîÿíèé ìåæäó ýòèìè �èøêàìè íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü äëè-íû îêðóæíîñòè, à çíà÷èò, ðàññòîÿíèå ìåæäó êàêèìè-òî äâóìÿíå áóäåò ïðåâîñõîäèòü 2013/3 = 671; çíà÷èò, ðàññòîÿíèå ìåæäóýòèìè äâóìÿ �èøêàìè íå óâåëè÷èòñÿ. Èòàê, ïðè n > 671 òðåáó-åìàÿ ïåðåñòàíîâêà íåâîçìîæíà.Ïðèâåä¼ì òåïåðü ïðèìåð èñêîìîé ïåðåñòàíîâêè äëÿ n = 670.Êàæäóþ �èøêó ñ íîìåðîì i 6 1006 ïåðåñòàâèì òî÷êó ñ íîìå-ðîì ai = 2i, à êàæäóþ �èøêó ñ íîìåðîì i > 1007� â òî÷êó ñíîìåðîì ai = 2i− 2013. Èíà÷å ãîâîðÿ, ai� ýòî îñòàòîê îò äåëå-íèÿ 2i íà 2013. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî â êàæäóþ òî÷êó ïîïàëî ïî�èøêå. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïàðàìè �è-øåê, èçíà÷àëüíî óäàë¼ííûõ äðóã îò äðóãà íå áîëåå, ÷åì íà 670,ïðè ýòîì âîçðàñòóò.�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå �èøêè ñ íîìåðàìè i è j; ïóñòüðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ðàâíî d 6 670. Òîãäà îäíà èç äóã ìåæäóòî÷êàìè ai è aj áóäåò èìåòü äëèíó 2d, òî åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäóýòèìè òî÷êàìè åñòü d′ = min{2d, 2013 − 2d}. Íî çàìåòèì, ÷òî
2d > d è 2013 − 2d > d (ïîñëåäíåå � ïîñêîëüêó 3d < 2013).Çíà÷èò, è d′ > d, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Êîììåíòàðèé. Òîëüêî âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèé � 0áàëëîâ.Äîêàçàíî, ÷òî ïðè n > 671 òðåáóåìàÿ ðàññòàíîâêà íå ñóùå-ñòâóåò (ñäåëàíà îöåíêà) � 3 áàëëà.Ïðèâåäåí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî n = 670 ïîäõîäèò, ñîáîñíîâàíèåì, ÷òî ïðèìåð óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ� 4 áàëëà.Ïðèâåäåí âåðíûé ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî n = 670 ïîä-õîäèò, áåç äîñòàòî÷íîãî îáîñíîâàíèÿ òîãî, ÷òî ïðèìåð óäîâëå-òâîðÿåò óñëîâèþ� 3 áàëëà.Áàëëû çà ïðîäâèæåíèÿ â äîêàçàòåëüñòâå îöåíêè è â ïîñòðî-åíèè ïðèìåðà ñóììèðóþòñÿ. 13


