
�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíü10 êëàññ10.1. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà M è N , áîëüøèå äåñÿòè, ñîñòîÿùèå èçîäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà öè�ð è òàêèå, ÷òî M = 3N . ×òîáû ïî-ëó÷èòü ÷èñëî M , íàäî â ÷èñëå N ê îäíîé èç öè�ð ïðèáàâèòü 2,à ê êàæäîé èç îñòàëüíûõ öè�ð ïðèáàâèòü ïî íå÷¼òíîé öè�ðå.Êàêîé öè�ðîé ìîãëî îêàí÷èâàòüñÿ ÷èñëî N? Íàéäèòå âñå âîç-ìîæíûå îòâåòû. (Í. Àãàõàíîâ)Îòâåò. Öè�ðîé 6.�åøåíèå. Ïî óñëîâèþ, M = 3N , çíà÷èò, ÷èñëî A = M −
−N = 2N ÷¼òíî. Íî, ïî óñëîâèþ, ÷èñëî A ñîñòàâëåíî èç íå÷åò-íûõ öè�ð è äâîéêè. Çíà÷èò, A îêàí÷èâàåòñÿ íà 2. Ïîýòîìó âäâîåìåíüøåå ÷èñëî N îêàí÷èâàåòñÿ ëèáî íà 1, ëèáî íà 6.Ïîêàæåì, ÷òî N íå ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ íà 1. Åñëè N îêàí-÷èâàåòñÿ íà 1, òî ïðè åãî óäâîåíèè íå ïðîèñõîäèò ïåðåíîñà äå-ñÿòêà èç ïîñëåäíåãî â ïðåäïîñëåäíèé ðàçðÿä. Çíà÷èò, ïðåäïî-ñëåäíÿÿ öè�ðà ÷èñëà A = 2N áóäåò ÷¼òíîé, à îíà äîëæíà áûòüíå÷¼òíîé. Ïðîòèâîðå÷èå.Çàìå÷àíèå. Ïàðû ÷èñåë N è M , î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü âóñëîâèè, ñóùåñòâóþò, íàïðèìåð, N = 16, M = 48. Áîëåå òîãî,òàêèõ ïàð áåñêîíå÷íî ìíîãî. Âñå ïîäõîäÿùèå ÷èñëà N îïèñû-âàþòñÿ òàê: ïåðâàÿ öè�ðà � 1 èëè 2, äàëåå íåñêîëüêî (âîçìîæ-íî, íîëü) öè�ð, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàâíà 5 èëè 6, è ïîñëåäíÿÿöè�ðà 6.Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò è ïðèìåð ÷èñëà N ñ öè�ðîé 6íà ïîñëåäíåì ìåñòå � 1 áàëë.Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öè�ðà ÷èñëà M íà 2 áîëüøåïîñëåäíåé öè�ðû ÷èñëà N � 1 áàëë.Ïîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öè�ðà ÷èñëà N ìîæåò áûòü òîëüêîåäèíèöåé èëè øåñò¼ðêîé � 2 áàëëà.Áàëëû çà ðàçëè÷íûå ïðîäâèæåíèÿ ñêëàäûâàþòñÿ.Çàìåòèì, ÷òî â çàäà÷å íå òðåáóåòñÿ ïðèâåäåíèå ïðèìåðà òà-êîãî ÷èñëà. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íèêàêàÿ öè�ðà, êðîìå 6,ïîñëåäíåé îêàçàòüñÿ íå ìîæåò.10.2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû âûñîòû AA1è CC1. Îêðóæíîñòü Ω, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, ïå-7



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâðåñåêàåò ïðÿìóþ A1C1 â òî÷êàõ A′ è C ′. Êàñàòåëüíûå ê Ω, ïðî-âåä¼ííûå â òî÷êàõ A′ è C ′, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå B′. Äîêàæèòå,÷òî ïðÿìàÿ BB′ ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòè Ω.(Ë. Åìåëüÿíîâ)
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= ∠AC1C = 90◦, òî÷êè A, C1, A1è C ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåò-ðîì AC, çíà÷èò, ∠BA1C1 = 180◦ −
−∠CA1C1 = ∠BAC (ñì. ðèñ. 2). Òîãäà
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CA′) êàê âïè-ñàííûé óãîë; çíà÷èò, äóãè BA′ è BC ′ðàâíû. Ïîýòîìó è îòðåçêè BA′ è BC ′ðàâíû. Íàêîíåö, îòðåçêè êàñàòåëüíûõ B′A′ è B′C ′ òàêæå ðàâíû,è çíà÷èò, òî÷êè B′ è B ëåæàò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå êõîðäå A′C ′ îêðóæíîñòè Ω. Öåíòð îêðóæíîñòè Ω òàêæå ëåæèòíà ýòîì ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå.Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî ðàâåíñòâî äóã èëè îòðåçêîâ BA′è BC ′ (èëè ýêâèâàëåíòíîå óòâåðæäåíèå, íàïðèìåð, OB ⊥
⊥ A′C ′) � 4 áàëëà.Çàìå÷åíî, ÷òî OB′� ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåç-êó A′C ′ � 1 áàëë.Çàìå÷åíî, ÷òî OB′� ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåç-êó A′C ′, è ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåí-ñòâî äóã èëè îòðåçêîâ BA′ è BC ′ (ïðè ýòîì ðàâåíñòâî óêàçàí-íûõ äóã èëè îòðåçêîâ íå äîêàçàíî) � 2 áàëëà.10.3. Äàíû òðè êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíà P (x), Q(x) è R(x) ñ ïîëîæè-òåëüíûìè ñòàðøèìè êîý��èöèåíòàìè, èìåþùèå ïî äâà ðàçëè÷-íûõ êîðíÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå êîðíåé òð¼õ÷ëå-íà R(x) â ìíîãî÷ëåí P (x) +Q(x) ïîëó÷àþòñÿ ðàâíûå çíà÷åíèÿ.Àíàëîãè÷íî, ïðè ïîäñòàíîâêå êîðíåé òð¼õ÷ëåíà P (x) â ìíîãî-÷ëåí Q(x) + R(x) ïîëó÷àþòñÿ ðàâíûå çíà÷åíèÿ, à òàêæå ïðèïîäñòàíîâêå êîðíåé òð¼õ÷ëåíà Q(x) â ìíîãî÷ëåí P (x) + R(x)ïîëó÷àþòñÿ ðàâíûå çíà÷åíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî òðè ÷èñëà: ñóììà8



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüêîðíåé òð¼õ÷ëåíà P (x), ñóììà êîðíåé òð¼õ÷ëåíà Q(x) è ñóììàêîðíåé òð¼õ÷ëåíà R(x) ðàâíû ìåæäó ñîáîé. (Í. Àãàõàíîâ)Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü a1 è a2, b1 è b2, c1 è c2 � ñîîòâåò-ñòâåííî ïàðû êîðíåé òð¼õ÷ëåíîâ P (x), Q(x) è R(x). �àññìîò-ðèì òð¼õ÷ëåí S(x) = P (x) + Q(x) + R(x). Åãî çíà÷åíèÿ â òî÷-êàõ c1 è c2 ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè â ýòèõ æå òî÷êàõ òð¼õ÷ëå-íà P (x) + Q(x), òàê êàê R(c1) = R(c2) = 0. Çíà÷èò, èç óñëî-âèÿ ñëåäóåò, ÷òî S(c1) = S(c2). Àíàëîãè÷íî, S(a1) = S(a2)è S(b1) = S(b2). Íî êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ ïðèíèìàåò ðàâ-íûå çíà÷åíèÿ â ðàçíûõ òî÷êàõ òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè òî÷-êè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî àáñöèññû âåðøèíû èçîáðàæà-þùåé å¼ ïàðàáîëû. Çíà÷èò, ïàðû òî÷åê a1 è a2, b1 è b2, c1è c2 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îäíîé è òîé æå òî÷êè � àáñ-öèññû x = d âåðøèíû ïàðàáîëû y = S(x). Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî
a1 + a2 = b1 + b2 = c1 + c2 = 2d.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü a1 < a2, b1 < b2, c1 < c2 � ñîîò-âåòñòâåííî ïàðû êîðíåé òð¼õ÷ëåíîâ P (x), Q(x), R(x). Îáîçíà-÷èì ÷åðåç a = a1 + a2

2 , b = b1 + b2
2 è c = c1 + c2

2 àáñöèññû âåðøèíïàðàáîë � ãðà�èêîâ �óíêöèé y = P (x), y = Q(x), y = R(x).Ñëåäóþùàÿ ëåììà î÷åâèäíî âûòåêàåò èç ñâîéñòâ êâàäðàòè÷íîé�óíêöèè.Ëåììà. Ïóñòü f � êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ñ ïîëîæèòåëü-íûì ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì, x = k�àáñöèññà âåðøèíû ïàðà-áîëû y = f(x), è ÷èñëà k1 < k2 òàêîâû, ÷òî k = k1 + k2
2 (èíà÷åãîâîðÿ, òî÷êè k1 è k2 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî òî÷êè k).Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ [k1, k2) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f(k2) > f(x),ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè x = k1.Ïóñòü òåïåðü äëÿ îïðåäåëåííîñòè c�íàèáîëüøåå èç ÷èñåë

a, b, c, òî åñòü c > a, c > b. Ïóñòü òî÷êà c′
1
ñèììåòðè÷íà c2îòíîñèòåëüíî a, òî åñòü c′

1
= 2a−c2 = 2a−(2c−c1) = c1−2(c−a).Òîãäà c′

1
6 c1 < c2. Ñîãëàñíî ëåììå, P (c2) > P (c1), ïðè÷åìíåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî â ñëó÷àå c′

1
= c1, òîåñòü ïðè a = c.Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì, ÷òî Q(c2) > Q(c1), ïðè÷åì íåðà-âåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè b = c. Çíà÷èò,9



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ
P (c2) + Q(c2) > P (c1) + Q(c1), ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿòîëüêî â ñëó÷àå a = b = c. Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè ñòàðøèõ êîý��èöè-åíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ P (x), Q(x), R(x) ñóùåñòâåííî, òàê êàê èíà÷åñóììû P (x) + Q(x), P (x) + Q(x) + R(x) è ò.ï. ìîãëè îêàçàòüñÿëèíåéíûìè èëè ïîñòîÿííûìè �óíêöèÿìè.Êîììåíòàðèé. �àññìîòðåíà ñóììà S(x) = P (x) + Q(x) +
+R(x) è ïîêàçàíî, ÷òî çíà÷åíèÿ S(x) â êîðíÿõ ëþáîãî èç äàííûõòð¼õ÷ëåíîâ îäèíàêîâû � 4 áàëëà.10.4. Ìîæíî ëè ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàçáèòü íà íåïå-ðåñåêàþùèåñÿ êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà A1, A2, A3, . . . òàê, ÷òîáûïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k ñóììà âñåõ ÷èñåë, âõîäÿùèõ â ïîä-ìíîæåñòâî Ak, ðàâíÿëàñü k + 2013? (�. Æåíîäàðîâ)Îòâåò. Íåëüçÿ.Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñêîìîå ðàçáèåíèåñóùåñòâóåò. Íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî Ak áîëüøèì, åñëè îíî ñîäåð-æèò áîëüøå îäíîãî ýëåìåíòà. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî n íàé-äóòñÿ n áîëüøèõ ìíîæåñòâ, èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 1 ðàñ-ñìîòðèì ìíîæåñòâî Ak1

, ñîäåðæàùåå åäèíèöó; ñóììà ÷èñåë âí¼ì ðàâíà k1+2013 > 1, çíà÷èò, îíî ñîäåðæèò åù¼ õîòÿ áû îäíî÷èñëî, òî åñòü îíî áîëüøîå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíäóêöèîííîãîïåðåõîäà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû óæå íàøëè áîëüøèå ìíîæåñòâà
Ak1

, . . . , Akn
, ãäå k1 < . . . < kn. Òîãäà ÷èñëî kn+2013 íå ëåæèò âìíîæåñòâå Akn

(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî ìíîæåñòâî íå áûëî áûáîëüøèì). Çíà÷èò, ýòî ÷èñëî ëåæèò â êàêîì-òî äðóãîì ìíîæå-ñòâå Akn+1
, ñóììà ÷èñåë â êîòîðîì ðàâíà kn+1+2013 > kn+2013;ïîýòîìó îíî òàêæå áîëüøîå, è kn+1 > kn.Ïóñòü k1 < k2 < . . . < k2014 �íîìåðà íåêîòîðûõ 2014 áîëü-øèõ ìíîæåñòâ. �àññìîòðèì ìíîæåñòâà A1, A2, . . . , Ak2014

. Â èõîáúåäèíåíèè ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå k2014+2014 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë,à çíà÷èò, ñðåäè íèõ åñòü ÷èñëî d > k2014 + 2014. Íî ýòî ÷èñëî díå ìîæåò âõîäèòü íè â îäíî èç ìíîæåñòâ Ak1
, . . . , Ak2014

, èáîñóììà â êàæäîì èç íèõ ìåíüøå d. Ïðîòèâîðå÷èå.Âòîðîå ðåøåíèå. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåìáîëüøîãî ìíîæåñòâà èç ïåðâîãî ðåøåíèÿ.10



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüÄîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî áîëü-øèõ ìíîæåñòâ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà íàéäåòñÿ òà-êîé íîìåð t (ñ÷èòàåì t > 1), ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ
At, At+1, At+2, . . . ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà. Èòàê, îáúåäèíå-íèå ìíîæåñòâ At, At+1, At+2, . . . åñòü ìíîæåñòâî {t + 2013, t +
+2014, . . .}. Òîãäà îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , At−1 ñîâïà-äàåò ñ ìíîæåñòâîì {1, 2, . . . , t+2012}. Íî ñóììà ýëåìåíòîâ â ýòèõìíîæåñòâàõ äîëæíà áûòü ðàâíà 2014+2015+ . . .+(t+2012), ÷òîìåíüøå, ÷åì ñóììà âñåõ ÷èñåë â ìíîæåñòâå {1, 2, . . . , t + 2012}.Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íàøå óòâåðæäåíèå âåðíî.Ñóììà ÷èñåë êàæäîãî èç ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , AN íå ïðå-âîñõîäèò N + 2013, çíà÷èò âñå ìíîæåñòâà A1, A2, . . . , AN �ïîä-ìíîæåñòâà ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , N +2013}. Òàê êàê èìååòñÿ áåñ-êîíå÷íî ìíîãî áîëüøèõ ìíîæåñòâ, òî çà�èêñèðóåì òàêîé íî-ìåð N , ÷òî ñðåäè ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , AN õîòÿ áû 2014 áîëü-øèõ. Òîãäà îáúåäèíåíèå âñåõ ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , AN ñîäåðæèòíå ìåíåå N + 2014 ýëåìåíòîâ (îíè ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ) �ïðîòèâîðå÷èå.Êîììåíòàðèé. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íóæíîå ðàçáèåíèåñóùåñòâóåò, äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ èëè áî-ëåå ýëåìåíòîâ, áåñêîíå÷íîå ÷èñëî � 3 áàëëà.Çàäà÷à ðåøåíà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â èñêîìîì ðàçáèåíèèáåñêîíå÷íîå ÷èñëî áîëüøèõ ìíîæåñòâ (íî ýòà áåñêîíå÷íîñòü âðàáîòå íå äîêàçàíà) � 3 áàëëà.
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