
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíü11 êëàññ11.5. Èç öåëûõ ÷èñåë îò 0 äî 1000 âûáðàëè 101 ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òîñðåäè ìîäóëåé èõ ïîïàðíûõ ðàçíîñòåé åñòü äåñÿòü ðàçëè÷íûõ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 100. (È. Áîãäàíîâ)�åøåíèå. Ïóñòü a0 < a1 < . . . < a100 � âûáðàííûå ÷èñ-ëà, óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ. Ñóììà äåñÿòè ðàçíîñòåé
a10 − a0, a20 − a10, . . . , a100−a90 ðàâíà a100−a0 6 1000, ïîýòîìóîäíà èç ýòèõ ðàçíîñòåé íå ïðåâîñõîäèò 100. Ïóñòü ýòî ðàçíîñòü
a10i+10 − a10i; òîãäà
0 < a10i+1 − a10i < a10i+2 − a10i < . . . < a10i+10 − a10i 6 100,è ìû ïðåäúÿâèëè 10 òðåáóåìûõ ðàçíîñòåé.Çàìå÷àíèå. Åñëè âûáðàòü èç ÷èñåë îò 0 äî 1000 âñå ÷èñëà,äåëÿùèåñÿ íà 10, òî ñðåäè ìîäóëåé èõ ïîïàðíûõ ðàçíîñòåé íåíàéä¼òñÿ äåñÿòè ðàçëè÷íûõ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 99.11.6. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c è d óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 2(a +

+ b+ c+ d) > abcd. Äîêàæèòå, ÷òî a2 + b2 + c2 + d2 > abcd.(À. Õðàáðîâ)�åøåíèå. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.Ñëó÷àé 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî abcd > 16. Òîãäà ïî íåðàâåí-ñòâó ìåæäó ñðåäíèìè êâàäðàòè÷íûì è àðè�ìåòè÷åñêèì èìååì
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> abcd,÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Ñëó÷àé 2. Ïóñòü òåïåðü abcd < 16. Òîãäà ïî íåðàâåíñòâóìåæäó ñðåäíèìè àðè�ìåòè÷åñêèì è ãåîìåòðè÷åñêèì èìååì
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a2b2c2d2 = abcd,÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è îñòà¼òñÿ âåðíûì äëÿ ïðî-èçâîëüíûõ (íå îáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíûõ) äåéñòâèòåëüíûõ÷èñåë a, b, c, d.11.7. �ëàâà Ìîíåòíîãî äâîðà õî÷åò âûïóñòèòü ìîíåòû 12 íîìèíàëîâ(êàæäûé � â íàòóðàëüíîå ÷èñëî ðóáëåé) òàê, ÷òîáû ëþáóþ ñóì-13



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâìó îò 1 äî 6543 ðóáëåé ìîæíî áûëî çàïëàòèòü áåç ñäà÷è, èñïîëü-çóÿ íå áîëåå 8 ìîíåò. Ñìîæåò ëè îí ýòî ñäåëàòü? (Ïðè óïëàòåñóììû ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåñêîëüêî ìîíåò îäíîãî íîìèíàëà.)(Î. Ïîäëèïñêèé)Îòâåò. Ñìîæåò.�åøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 94 = 6561 > 6543. Ïîêàæåì, ÷òîìîæíî âûáðàòü 12 íîìèíàëîâ òàê, ÷òîáû ñ ïîìîùüþ íå áîëåå÷åì 8 ìîíåò ìîæíî áûëî óïëàòèòü áåç ñäà÷è ëþáóþ ñóììó îò 1äî 6560 ðóáëåé.Ïîêàæåì ñíà÷àëà, êàê âûïóñòèòü ìîíåòû òð¼õ íîìèíàëîâ,÷òîáû ñ ïîìîùüþ íå áîëåå ÷åì äâóõ ìîíåò ìîæíî áûëî óïëà-òèòü áåç ñäà÷è ëþáóþ ñóììó îò 1 äî 8 ðóáëåé. Ïóñòü íîìèíàëûðàâíÿþòñÿ 1, 3 è 4 ðóáëÿì. Òîãäà 1 = 1, 2 = 1 + 1, 3 = 3, 4 = 4,
5 = 4 + 1, 6 = 3 + 3, 7 = 4 + 3 è 8 = 4 + 4.Ïóñòü òåïåðü Ìîíåòíûé äâîð èçãîòîâèò ìîíåòû ñ íîìèíà-ëàìè 9k, 3 · 9k è 4 · 9k ðóáëåé ïðè k = 0, 1, 2, 3. Ëþáîå ÷èñ-ëî N îò 1 äî 6560 åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
N = a3 · 93 + a2 · 92 + a1 · 9 + a0, ãäå ÷èñëà ak ìîãóò ïðèíè-ìàòü çíà÷åíèÿ îò 0 äî 8. (Ôàêòè÷åñêè, ýòî ðàçëîæåíèå ÷èñëà Nâ äåâÿòåðè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.) Êàê ïîêàçàíî âûøå, ñóììà
ak · 9k ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà íå áîëåå ÷åì äâóìÿ ìîíåòàìè. Òà-êèì îáðàçîì, âñÿ ñóììà N ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà íå áîëåå ÷åì
4 · 2 = 8 ìîíåòàìè óêàçàííûõ íîìèíàëîâ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.11.8. Â òðåóãîëüíèê ABC âïèñàíà îêðóæíîñòü ω ñ öåíòðîì â òî÷-êå I. Îêîëî òðåóãîëüíèêà AIB îïèñàíà îêðóæíîñòü Γ. Îêðóæ-íîñòè ω è Γ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ X è Y . Îáùèå êàñàòåëüíûåê îêðóæíîñòÿì ω è Γ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Z. Äîêàæèòå, ÷òîîêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ ABC è XY Z, êà-ñàþòñÿ. (Ñ. Èëüÿñîâ)�åøåíèå. Îáîçíà÷èì îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ îêîëî òðå-óãîëüíèêà ABC, ÷åðåç Ω. Ïóñòü áèññåêòðèñà CI ïåðåñåêàåò Ωïîâòîðíî â òî÷êå S. Òîãäà, êàê èçâåñòíî, SA = SB = SI, òîåñòü òî÷êà S �öåíòð îêðóæíîñòè Γ. Èç ñèììåòðèè, òî÷êà Z ëå-æèò íà ïðÿìîé SC.Ïóñòü îáùèå êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòÿì ω è Γ êàñàþò-ñÿ Γ â òî÷êàõ M è N (ñì. ðèñ. 10). Ëèíèÿ öåíòðîâ SI ÿâ-14



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíü
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Ω
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�èñ. 10ëÿåòñÿ ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê îòðåçêó MN , ïîýòîìó
∠IMN = ∠INM = ∠IMZ (ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî, ïî-ñêîëüêó ïðÿìàÿ MZ êàñàåòñÿ Γ). Çíà÷èò, MI � áèññåêòðèñà óã-ëà ZMN , òî åñòü ðàññòîÿíèÿ îò I äî ZM èMN ðàâíû. Ïîñêîëü-êó ω êàñàåòñÿ ZM , îíà òàêæå êàñàåòñÿ ïðÿìîé MN â íåêîòîðîéòî÷êå Z ′; èç ñèììåòðèè, ýòà òî÷êà ëåæèò íà SI.Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè SZ ′M è SMZ ïîäîáíû, ïî-ýòîìó SZ · SZ ′ = SM2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè èíâåðñèè îòíî-ñèòåëüíî îêðóæíîñòè Γ òî÷êà Z ′ ïåðåéäåò â òî÷êó Z. Çíà÷èò,îêðóæíîñòü ω, ñîäåðæàùàÿ òî÷êè X, Y è Z ′, ïåðåéä¼ò â îêðóæ-íîñòü, îïèñàííóþ îêîëî òðåóãîëüíèêà XY Z. Äàëåå, ïðè òàêîéèíâåðñèè ïðÿìàÿ AB ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü Ω. Ïîñêîëüêó ωè AB êàñàþòñÿ, èõ îáðàçû òàêæå áóäóò êàñàòüñÿ, ÷òî è òðåáî-âàëîñü äîêàçàòü.Çàìå÷àíèå 1. Òîò �àêò, ÷òî îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêî-ëî XY Z, ïåðåõîäèò â ω ïðè èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî Γ, ìîæíîäîêàçàòü è ïî-äðóãîìó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r è ρ ðàäèóñû îêðóæ-íîñòåé ω è Γ; ïóñòü Z ′ � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà IS ñ ω. Òî-ãäà SZ ′ = ρ− r. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì â Z,15



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâïåðåâîäÿùåé ω â Γ, èìååì r
ρ
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ZS
= 1− ρ

ZS
, îòêóäà SZ = ρ2

ρ− r
.Çíà÷èò, SZ · SZ ′ = ρ2.Çàìå÷àíèå 2. Äðóãîå ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, ñäåëàâèíâåðñèþ îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ω. Ïðè ýòîé èíâåðñèè: òî÷-êè A, B, C ïåðåõîäÿò â ñåðåäèíû A′′, B′′, C ′′ ñòîðîí B′C ′, C ′A′,

A′B′ òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ êàñàíèÿ ω ñî ñòîðîíà-ìè; îêðóæíîñòü Γ ïåðåõîäèò â ïðÿìóþ XY , êîòîðàÿ ñîäåðæèòñðåäíþþ ëèíèþ A′′B′′ òðåóãîëüíèêà A′B′C ′; îïèñàííàÿ îêðóæ-íîñòü òðåóãîëüíèêà XY Z ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü ω′, ñèììåò-ðè÷íóþ ω îòíîñèòåëüíî XY . Çíà÷èò, íàäî äîêàçàòü, ÷òî ω′ êàñà-åòñÿ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà A′′B′′C ′′. À ýòîâåðíî, ïîñêîëüêó ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî XY ïîñëåäíÿÿîêðóæíîñòü ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ îêîëî A′′B′′C ′,êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ω.
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