
XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ11 êëàññ11.1. Äàíû ìíîãî÷ëåíû P (x) è Q(x) äåñÿòîé ñòåïåíè, ñòàðøèåêîý��èöèåíòû êîòîðûõ ðàâíû 1. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå
P (x) = Q(x) íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Äîêàæèòå, ÷òîóðàâíåíèå P (x+1) = Q(x− 1) èìååò õîòÿ áû îäèí äåéñòâèòåëü-íûé êîðåíü. (È. Áîãäàíîâ)�åøåíèå. Ïóñòü P (x) = x10+p9x

9+ . . .+p0 è Q(x) = x10+
+q9x

9+. . .+q0. Òîãäà ìíîãî÷ëåí P (x)−Q(x) = (p9−q9)x
9+. . .+

+(p0− q0) íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé; íî, åñëè p9 6= q9, òîñòåïåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà íå÷¼òíà, è êîðåíü ó íåãî åñòü. Çíà÷èò,
p9 = q9.Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî P (x + 1) = x10 + (p9 + 10)x9 + . . . è
Q(x− 1) = x10 + (q9 − 10)x9 + . . .; çíà÷èò, ìíîãî÷ëåí P (x+ 1)−
−Q(x−1) = 20x9+ . . . èìååò äåâÿòóþ ñòåïåíü è, ñëåäîâàòåëüíî,èìååò êîðåíü.11.2. Âïèñàííàÿ è âíåâïèñàííàÿ ñ�åðû òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû
ABCD êàñàþòñÿ å¼ ãðàíè BCD â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ X è Y .Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê AXY òóïîóãîëüíûé. (Âíåâïèñàí-íàÿ ñ�åðà ïèðàìèäû êàñàåòñÿ îäíîé å¼ ãðàíè, à òàêæå ïëîñêî-ñòåé îñòàëüíûõ ãðàíåé âíå ýòèõ ãðàíåé.) (Â. Øìàðîâ)
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Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü

X � òî÷êà êàñàíèÿ ïëîñêîñòè
(BCD) ñî âïèñàííîé ñ�åðîé.Ïóñòü ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì âòî÷êå A, ïåðåâîäÿùàÿ âíåâïè-ñàííóþ ñ�åðó âî âïèñàííóþ,ïåðåâîäèò òî÷êó Y â íåêîòîðóþòî÷êó Z âïèñàííîé ñ�åðû. Ýòàãîìîòåòèÿ ïåðåâîäèò ïëîñêîñòü
(BCD) â ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëü-íóþ (BCD) è êàñàþùóþñÿ âïè-ñàííîé ñ�åðû â òî÷êå Z. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî X è Z �äèàìåò-ðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè âïèñàííîé ñ�åðû, à ñëåäîâà-òåëüíî, XZ ⊥ (BCD). Ïîñêîëüêó Z ëåæèò íà îòðåçêå AY , òî
∠AXY > ∠ZXY = 90◦, îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå.12



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüÂòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü I è J � ñîîòâåòñòâåííî öåíòðûâïèñàííîé è âíåâïèñàííîé ñ�åð, è ïóñòü AH �âûñîòà ïèðàìè-äû. Òî÷êè A, I è J ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (âñå òî÷êè êîòîðîéðàâíîóäàëåíû îò ïëîñêîñòåé (ABC), (ACD) è (ADB)), ïðè÷¼ì Iëåæèò ìåæäó A è J . Çíà÷èò, èõ ïðîåêöèè H, X è Y íà ïëîñ-êîñòü (BCD) òàêæå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïðè÷¼ì X ëåæèòìåæäó H è Y . Èòàê, îñíîâàíèå âûñîòû AH òðåóãîëüíèêà AXYëåæèò âíå ñòîðîíû XY ; ýòî è çíà÷èò, ÷òî ýòîò òðåóãîëüíèê òó-ïîóãîëüíûé.11.3. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå k òàêèå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ kíå÷¼òíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë, óìåíüøåííîå íà 1, ÿâëÿåòñÿ òî÷íîéñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà (áîëüøåé, ÷åì ïåðâàÿ).(Â. Ñåíäåðîâ)Îòâåò. Òàêèõ k íå ñóùåñòâóåò.�åøåíèå. Ïóñòü n > 2, è 3 = p1 < . . . < pk �ïåðâûå kíå÷¼òíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
3 · . . . · pk = an + 1. (∗)Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.Ñëó÷àé 1. Ïóñòü a ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè. Çàìåòèì, ÷òîñòåïåíè äâîéêè äàþò ëèøü îñòàòêè 1, 2 è 4 ïðè äåëåíèè íà 7,à an + 1 äåëèòñÿ íà 7 ïðè k > 3. Çíà÷èò, k 6 2, è âîçìîæíûìèçíà÷åíèÿìè äëÿ an ÿâëÿþòñÿ ëèøü 3−1 = 2 è 3 ·5−1 = 14. Îáàâàðèàíòà íå ïîäõîäÿò.Ñëó÷àé 2. Ïóñòü ó ÷èñëà a ñóùåñòâóåò íå÷¼òíûé ïðîñòîé äå-ëèòåëü q. Òîãäà q > pk, èíà÷å ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (∗) äåëè-ëàñü áû íà q, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó è a > pk.Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî n�ïðîñòîå÷èñëî (åñëè n = st, òî ìîæíî çàìåíèòü n íà t, à a�íà as). Çà-ìåòèì, ÷òî n > 2, ïîñêîëüêó a2+1 íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà 3 = p1.Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî n > pk. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìååì

n = pi ïðè íåêîòîðîì 1 6 i 6 k. Òîãäà api + 1
... pi; ñ äðóãîéñòîðîíû, ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà api − a

... pi. Çíà÷èò, ÷èñëî
a+ 1 = (api + 1) − (api − a) òàêæå äåëèòñÿ íà pi. Çàìåòèì, ÷òî
1 + api = (1 + a)(1− a+ . . . + api−1), ãäå a+ 1

... pi è
1− a+ . . . + api−1 ≡ 1 + 1 + . . . + 1 = pi ≡ 0 (mod pi). 13



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÇíà÷èò, ÷èñëî 1+api äåëèòñÿ íà p2i , ÷òî íåâîçìîæíî ïî óñëîâèþ.Èòàê, a > pk è n > pk, îòêóäà an + 1 > p
pk
k

> 3 · . . . · pk, ÷òîïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó (∗).11.4. Íà êàæäîé èç 2013 êàðòî÷åê íàïèñàíî ïî ÷èñëó, âñå ýòè 2013÷èñåë ðàçëè÷íû. Êàðòî÷êè ïåðåâ¼ðíóòû ÷èñëàìè âíèç. Çà îäèíõîä ðàçðåøàåòñÿ óêàçàòü íà äåñÿòü êàðòî÷åê, è â îòâåò ñîîáùàòîäíî èç ÷èñåë, íàïèñàííûõ íà íèõ (íåèçâåñòíî, êàêîå). Äëÿ êà-êîãî íàèáîëüøåãî t ãàðàíòèðîâàííî óäàñòñÿ íàéòè t êàðòî÷åê,ïðî êîòîðûå èçâåñòíî, êàêîå ÷èñëî íàïèñàíî íà êàæäîé èç íèõ?(È. Áîãäàíîâ)Îòâåò. t = 1986 = 2013 − 27.�åøåíèå. 1. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî 1987 êàðòî÷åê óãàäàòüíå óäàñòñÿ. Çàíóìåðóåì êàðòî÷êè A1, . . . , A2013; ïîêàæåì, êàêóñòðîèòü îòâåòû òàê, ÷òîáû íè îäíî èç ÷èñåë íà êàðòî÷êàõ
A1, . . . , A27 îïðåäåëèòü íå óäàëîñü.
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Ti�èñ. 8
Ïðè êàæäîì i = 1, . . . , 9 îáúåäèíèìêàðòî÷êè A3i−2, A3i−1, A3i â òðîéêó Ti.Åñëè ñðåäè óêàçàííûõ 10 êàðòî÷åê ïðè-ñóòñòâóåò êàðòî÷êà An ñ n > 27, òî îò-âåòèì ÷èñëî n. Åñëè æå âñå 10 êàðòî÷åêëåæàò â òðîéêàõ, òî â êàêîé-òî òðîéêå Tiëåæàò õîòÿ áû äâå êàðòî÷êè; â ýòîì ñëó-÷àå ìû îòâåòèì ÷èñëî, ñòîÿùåå íà ðåáðå ìåæäó ýòèìè êàðòî÷êà-ìè íà ðèñ. 8. Ýòèì îòâåòàì óäîâëåòâîðÿþò òàêèå äâå ñèòóàöèè:íà êàðòî÷êàõ ñ íîìåðàìè, áîëüøèìè 27, íàïèñàíû èõ íîìåðà,è ëèáî íà êàæäîé êàðòî÷êå èç òðîåê ñòîèò ÷èñëî íà ðåáðå, âû-õîäÿùåì èç íåé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ëèáî íà êàæäîé òàêîéêàðòî÷êå ñòîèò ÷èñëî íà ðåáðå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Çíà÷èò, íèîäíîãî èç ÷èñåë íà êàðòî÷êàõ â òðîéêàõ îïðåäåëèòü íåëüçÿ.2. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà íà âñåõ êàðòî÷êàõ, êðîìå 27,îïðåäåëèòü óäàñòñÿ. Äëÿ ýòîãî ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè çàäàòüâñå âîçìîæíûå âîïðîñû î êàêèõ-òî 28 êàðòî÷êàõ, òî ïî îòâåòàìóäàñòñÿ îïðåäåëèòü ÷èñëî íà îäíîé èç íèõ. Ïîñëå ýòîãî ýòó êàð-òî÷êó ìîæíî áóäåò çàìåíèòü íà îäíó èç îñòàâøèõñÿ è ïîâòîðèòü14



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüïðîöåäóðó; äåéñòâóÿ òàê, ìû â ðåçóëüòàòå îïðåäåëèì ÷èñëà íàâñåõ êàðòî÷êàõ, êðîìå 27.Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà. Ïóñòü â ãðà�å íå ìåíåå, ÷åì 3n − 2 âåðøèíû, èíå áîëåå, ÷åì 3n − 2 ðåáðà (n > 2). Òîãäà íàéäóòñÿ n âåðøèí,ìåæäó êîòîðûìè íåò ð¼áåð.Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n. Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî ìîæ-íî âûêèíóòü íåñêîëüêî âåðøèí è ïîñëå ýòîãî äîáàâèòü íåñêîëü-êî ð¼áåð òàê, ÷òîáû âåðøèí è ð¼áåð ñòàëî ïî 3n − 2. Ïðè n = 2íà 4 âåðøèíàõ ìåíüøå 6 ð¼áåð; çíà÷èò, êàêàÿ-òî ïàðà âåðøèí íåñîåäèíåíà, è ìîæíî âûáðàòü ýòè äâå âåðøèíû.Ïóñòü òåïåðü n > 2. Îáîçíà÷èì ñòåïåíè âåðøèí ÷åðåç
d1, . . . , d3n−2; òîãäà d1 + . . . + d3n−2 = 2(3n − 2). Çíà÷èò, ëè-áî íàéä¼òñÿ ÷èñëî di < 2 è ÷èñëî dj > 2, ëèáî âñå ñòåïåíè ðàâ-íû 2. Â ïåðâîì ñëó÷àå âûêèíåì èç ãðà�à i-þ è j-þ âåðøèíó,à òàêæå åäèíñòâåííîãî ñîñåäà i-é âåðøèíû (åñëè îí åñòü); ìûâûêèíóëè íå áîëåå 3 âåðøèí è íå ìåíåå 3 ð¼áåð. Âî âòîðîì ñëó-÷àå âûêèíåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó (ïóñòü å¼ íîìåð ðàâåí i) èäâóõ å¼ ñîñåäåé; òàê êàê èõ ñòåïåíè ðàâíû 2, òî îïÿòü æå ìûâûêèíóëè íå ìåíåå 3 ð¼áåð (è ðîâíî 3 âåðøèíû). Â îñòàâøåìñÿãðà�å ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè íàéäóòñÿ n− 1 âåðøèíà áåçð¼áåð ìåæäó íèìè; äîáàâèâ ê íèì i-þ âåðøèíó, ïîëó÷àåì òðåáó-åìûé íàáîð èç n âåðøèí (ïîñêîëüêó ìû âûêèíóëè âñåõ ñîñåäåé
i-é âåðøèíû). Ëåììà äîêàçàíà. �Âåðí¼ìñÿ ê ðåøåíèþ. Ïóñòü ìû çàäàëè âñå âîïðîñû î 28 êàð-òî÷êàõ, è ïóñòü c1, . . . , ck � âñå ÷èñëà, âñòðå÷àþùèåñÿ â îòâåòàõ(òîãäà k 6 28). Äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , k ðàññìîòðèì âñå äå-ñÿòêè êàðòî÷åê, â îòâåò íà êîòîðûå ìû ïîëó÷àëè ÷èñëî ci; îáî-çíà÷èì èõ ïåðåñå÷åíèå ÷åðåç Si (ÿñíî, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî íåïó-ñòî, èáî îíî ñîäåðæèò êàðòî÷êó ñ ÷èñëîì ci). Åñëè â ýòîì ìíî-æåñòâå îäèí ýëåìåíò, òî ýòî è åñòü êàðòî÷êà ñ ÷èñëîì ci, è ìûîïðåäåëèëè ÷èñëî íà íåé.Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, â êàæäîì èç ìíîæåñòâ õîòÿ áû ïî äâåêàðòî÷êè. Ïðè êàæäîì i âûáåðåì äâå êàðòî÷êè â Si è ñîåäèíèìèõ ðåáðîì. Ìû ïîëó÷èëè ãðà�, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ëåì-ìû ïðè n = 10; çíà÷èò, â í¼ì ìîæíî âûáðàòü 10 êàðòî÷åê áåç15



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâð¼áåð ìåæäó íèìè. Îòâåòîì íà ýòó äåñÿòêó áûëî êàêîå-òî ÷èñ-ëî ci. Çíà÷èò, â ýòîé äåñÿòêå äîëæíî ñîäåðæàòüñÿ ìíîæåñòâî Si,à çíà÷èò, äâå êàðòî÷êè èç äåñÿòêè ñîåäèíåíû ñîîòâåòñòâóþùèìðåáðîì. Ïðîòèâîðå÷èå, çàâåðøàþùåå ðåøåíèå çàäà÷è.
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