
XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ10 êëàññ10.5. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõöè�ð a è b ÷èñëî anb äåëèòñÿ íà ab? (Çäåñü ÷åðåç x . . . y îáîçíà-÷åíî ÷èñëî, ïîëó÷àåìîå ïðèïèñûâàíèåì äðóã ê äðóãó äåñÿòè÷-íûõ çàïèñåé ÷èñåë x, . . . , y.) (Â. Ñåíäåðîâ)Îòâåò. Íåò, íå ñóùåñòâóåò.�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå ÷èñëî n = nknk−1 . . . n1ñóùåñòâóåò. Òîãäà 1n2
... 12 ... 4. Íî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 4 òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç åãî ïîñëåäíèõ äâóõöè�ð, äåëèòñÿ íà 4; çíà÷èò, n12 ... 4. Àíàëîãè÷íî èç 2n4

... 24 ... 4ïîëó÷àåì n14
... 4. Çíà÷èò, è ÷èñëî n14 − n12 = 2 äåëèòñÿ íà 4,÷òî íå òàê.10.6. Ïåòÿ è Âàñÿ ïðèäóìàëè äåñÿòü ìíîãî÷ëåíîâ ïÿòîé ñòåïåíè. Çà-òåì Âàñÿ ïî î÷åðåäè íàçûâàë ïîñëåäîâàòåëüíûå íàòóðàëüíûå÷èñëà (íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî), à Ïåòÿ êàæäîå íàçâàííîå ÷èñëîïîäñòàâëÿë â îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ ïî ñâîåìó âûáîðó è çàïè-ñûâàë ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ íà äîñêó ñëåâà íàïðàâî. Îêàçàëîñü,÷òî ÷èñëà, çàïèñàííûå íà äîñêå, îáðàçóþò àðè�ìåòè÷åñêóþ ïðî-ãðåññèþ (èìåííî â ýòîì ïîðÿäêå). Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷å-ñòâî ÷èñåë Âàñÿ ìîã íàçâàòü? (À. �îëîâàíîâ)Îòâåò. 50 ÷èñåë.�åøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî â êàæäûé ìíîãî÷ëåí P (x) Ïåòÿìîã ïîäñòàâèòü íå áîëåå ïÿòè ÷èñåë. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü n-é÷ëåí ïîëó÷èâøåéñÿ àðè�ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâåí an+ b, à

n-å èç Âàñèíûõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë ðàâíî k+n. Òîãäà Ïåòÿìîã ïîäñòàâèòü ýòî ÷èñëî â P (x), åñëè P (k+n) = an+ b, à ýòî �óðàâíåíèå ïÿòîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî n, ïîýòîìó îíî èìååò íåáîëåå ïÿòè êîðíåé.Èòàê, âñåãî ÷èñåë íå ìîãëî áûòü áîëüøå 50. Îñòàëîñü ïî-êàçàòü, ÷òî 50 ÷èñåë ìîãëè ïîëó÷èòüñÿ. Ïóñòü, íàïðèìåð, áûëèâûáðàíû ìíîãî÷ëåíû
Pk(x) = x+ (x− (5k − 4)) · (x− (5k − 3)) · . . . · (x− 5k)ïðè k = 1, 2, . . . , 10, è Âàñÿ íàçûâàë ÷èñëà 1, 2, . . . , 50. Òàê êàê

Pk(5k − i) = 5k − i ïðè i = 0, 1, . . . , 4, ó Ïåòè ìîãëè ïîëó÷àòüñÿïîñëåäîâàòåëüíî ÷èñëà 1, 2, . . . , 50.8



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíü10.7. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì I, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ABC, êà-ñàåòñÿ ñòîðîí BC, CA, AB â òî÷êàõ A1, B1, C1 ñîîòâåòñòâåí-íî. Ïóñòü Ia, Ib, Ic �öåíòðû âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðå-óãîëüíèêà ABC, êàñàþùèõñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñòîðîí BC, CA,
AB. Îòðåçêè IaB1 è IbA1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå C2. Àíàëîãè÷-íî, îòðåçêè IbC1 è IcB1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå A2, à îòðåçêè IcA1è IaC1 � â òî÷êå B2. Äîêàæèòå, ÷òî I ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæ-íîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà A2B2C2.(Ë. Åìåëüÿíîâ, À. Ïîëÿíñêèé)�åøåíèå. Ïðÿìûå B1C1 è IbIc ïàðàëëåëüíû, òàê êàê îáåýòè ïðÿìûå ïåðïåíäèêóëÿðíû áèññåêòðèñå AI óãëà BAC. Àíàëî-ãè÷íî, C1A1 ‖ IcIa è A1B1 ‖ IaIb; çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè A1B1C1è IaIbIc ãîìîòåòè÷íû.
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�èñ. 5Òðåóãîëüíèêè A1C1B2 è IcIaB2 ïîäîáíû, òàê êàê èõ ñîîò-âåòñòâåííûå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû. Àíàëîãè÷íî, △A1B1C2 ∼
∼ △IbIaC2. Èç ýòèõ ïîäîáèé ñëåäóþò ðàâåíñòâà IaB2
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XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâòàêæå ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî íå¼, è IB2 = IC2. Àíàëîãè÷-íî ïîëó÷àåì IA2 = IB2 = IC2, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.10.8. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàí êâàäðàò, ñòîðîíû êîòîðîãî ãîðèçîí-òàëüíû è âåðòèêàëüíû. Â í¼ì ïðîâåäåíû íåñêîëüêî îòðåçêîâ, ïà-ðàëëåëüíûõ ñòîðîíàì, ïðè÷åì íèêàêèå äâà îòðåçêà íå ëåæàò íàîäíîé ïðÿìîé è íå ïåðåñåêàþòñÿ ïî òî÷êå, âíóòðåííåé äëÿ îáî-èõ îòðåçêîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî îòðåçêè ðàçáèëè êâàäðàò íà ïðÿìî-óãîëüíèêè, ïðè÷¼ì ëþáàÿ âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿêâàäðàò è íå ñîäåðæàùàÿ îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ, ïåðåñåêàåò ðîâíî
k ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ, à ëþáàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ,ïåðåñåêàþùàÿ êâàäðàò è íå ñîäåðæàùàÿ îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ �ðîâíî ℓ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Êàêèì ìîãëî îêàçàòüñÿ êîëè÷åñòâîïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ? (È. Áîãäàíîâ, Ä. Ôîí-Äåð-Ôëààññ)Îòâåò. kℓ.Ïåðâîå ðåøåíèå. Âîçüì¼ì ãîðèçîíòàëüíóþ ïðÿìóþ h,ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç âåðõíþþ ñòîðîíó êâàäðàòà, è áóäåì äâè-ãàòü å¼ âíèç. �àññìîòðèì ìîìåíò, êîãäà îíà ïðîõîäèò ÷åðåçêàêîé-íèáóäü îòðåçîê ðàçáèåíèÿ I (ïî óñëîâèþ, òàêîé îòðåçîêâ ýòîò ìîìåíò òîëüêî îäèí; ïóñòü ê íåìó ïðèëåãàþò a ïðÿìî-óãîëüíèêîâ ñâåðõó è b ñíèçó). Êîëè÷åñòâî ïðÿìîóãîëüíèêîâ, êî-òîðûå ïåðåñåêàåò h, â ýòîò ìîìåíò óìåíüøàåòñÿ íà a è óâåëè-÷èâàåòñÿ íà b; ïîñêîëüêó îíî íå äîëæíî èçìåíÿòüñÿ, ïîëó÷àåì,÷òî a = b.Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî êîëè÷åñòâî ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàâíî kℓ,èíäóêöèåé ïî k. Åñëè k = 1, óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü òå-ïåðü k > 1. �àññìîòðèì âñå ïðÿìîóãîëüíèêè ðàçáèåíèÿ, ïðè-ëåãàþùèå ê íèæíåé ñòîðîíå êâàäðàòà; èõ ℓ øòóê, èáî ãîðèçîí-òàëüíàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ äîñòàòî÷íî áëèçêî ê ýòîé ñòîðîíå,ïåðåñåêàåò ðîâíî èõ. �àçîáü¼ì èõ íà ãðóïïû ñòîÿùèõ ïîäðÿäïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàâíîé âûñîòû (ñì. ðèñ. 6). Ó êàæäîé òàêîéãðóïïû âåðõíåé ãðàíèöåé ÿâëÿåòñÿ îäèí îòðåçîê.�àññìîòðèì îäíó òàêóþ ãðóïïó ñ âåðõíèì îòðåçêîì I. Çà-ìåòèì, ÷òî âåðòèêàëüíûå îòðåçêè, îãðàíè÷èâàþùèå ýòó ãðóï-ïó, ïðîäîëæàþòñÿ âûøå, ÷åì I. Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å, ñêàæåì,âåðõíèé êîíåö ëåâîãî âåðòèêàëüíîãî îòðåçêà J ëåæèò íà I; òî-10



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2012�2013 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíüãäà ñïðàâà ê J ïðèìûêàåò îäèí ïðÿìîóãîëüíèê, à ñëåâà � áîëü-øå îäíîãî (èáî J ãðàíè÷íûé äëÿ ãðóïïû). Ýòî íåâîçìîæíî.Âûêèíåì ýòó ãðóïïó, è ¾ïðîäëèì¿ ïðÿìîóãîëüíèêè, ëåæà-ùèå ñâåðõó îò I, äî íèæíåé ñòîðîíû êâàäðàòà. Ïîñêîëüêó ñâåð-õó è ñíèçó ê I ïðèëåãàëî ðàâíîå êîëè÷åñòâî ïðÿìîóãîëüíèêîâ,ëþáàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ ïî-ïðåæíåìó áóäåò ïåðåñåêàòü ℓïðÿìîóãîëüíèêîâ.Ïðîäåëàåì ýòó îïåðàöèþ ñ êàæäîé ãðóïïîé (ñì. ðèñ. 7). Ìûâûêèíåì ðîâíî ℓ ïðÿìîóãîëüíèêîâ; ïðè ýòîì êàæäàÿ âåðòèêàëü-íàÿ ïðÿìàÿ áóäåò ïåðåñåêàòü íà îäèí ïðÿìîóãîëüíèê ìåíüøå,íåæåëè ðàíüøå, òî åñòü k − 1 ïðÿìîóãîëüíèê. Ïî ïðåäïîëîæå-íèþ èíäóêöèè, îáùåå êîëè÷åñòâî ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñòàíåò ðàâíî
(k−1)ℓ, à çíà÷èò, äî ïåðåñòðîéêè îíî áûëî ðàâíî (k−1)ℓ+ℓ = kℓ,÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

�èñ. 6 �èñ. 7 �èñ. 8Âòîðîå ðåøåíèå. �àññìîòðèì ëþáîé ïðÿìîóãîëüíèê ðàç-áèåíèÿ P è ïåðåñåêàþùóþ åãî âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ v (íå ñî-äåðæàùóþ îòðåçêà ðàçáèåíèÿ). Ïóñòü v ïåðåñåêàåò i− 1 ïðÿìî-óãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ, ëåæàùèõ âûøå P ; â ýòîì ñëó÷àå áóäåìãîâîðèòü, ÷òî P èìååò âåðòèêàëüíûé íîìåð i íà ïðÿìîé v. Àíà-ëîãè÷íî îïðåäåëèì ãîðèçîíòàëüíûé íîìåð ïðÿìîóãîëüíèêà Píà ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé, ïåðåñåêàþùåé åãî.�àññìîòðèì íåêîòîðûé ãîðèçîíòàëüíûé îòðåçîê ðàçáèå-íèÿ I è áóäåì äâèãàòü âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ v, ïåðåñåêàþ-ùóþ I, ñëåâà íàïðàâî. �àññìîòðèì ìîìåíò, êîãäà v ñîäåðæèòêàêîé-òî îòðåçîê ðàçáèåíèÿ (ëåæàùèé âûøå èëè íèæå I). Êàêïîêàçàíî â íà÷àëå ïðåäûäóùåãî ðåøåíèÿ, ñëåâà è ñïðàâà ê ýòî-ìó îòðåçêó ïðèìûêàåò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ïðÿìîóãîëüíè-êîâ. Çíà÷èò, âåðòèêàëüíûé íîìåð ëþáîãî ïðÿìîóãîëüíèêà P ,ïðèìûêàþùåãî ê I, â ýòîò ìîìåíò íå ìåíÿåòñÿ; áîëåå òîãî, íîìå-ðà ñîñåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïðèëåãàþùèõ ê I ñ îäíîé ñòîðî-11



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâíû, ðàâíû, à äëÿ ïðèëåãàþùèõ ñ ðàçíûõ ñòîðîí îí îòëè÷àåòñÿíà 1. Èòàê, ëþáîé ïðÿìîóãîëüíèê P èìååò îäèí è òîò æå íîìåðíà âñåõ âåðòèêàëüíûõ ïðÿìûõ, åãî ñîäåðæàùèõ. Àíàëîãè÷íûåóòâåðæäåíèÿ âåðíû è äëÿ ãîðèçîíòàëüíûõ íîìåðîâ.Çà�èêñèðóåì òåïåðü ÷èñëî i è ðàññìîòðèì âñå ïðÿìîóãîëü-íèêè P1, . . . , Px, èìåþùèå âåðòèêàëüíûé íîìåð i (ïóñòü îíè çà-íóìåðîâàíû ñîãëàñíî àáñöèññàì èõ ëåâûõ ãðàíèö ñëåâà íàïðà-âî). Áóäåì äâèãàòü âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ v îò ëåâîé ñòîðîíûêâàäðàòà ê ïðàâîé. Â êàæäûé ìîìåíò (êðîìå òåõ, êîãäà îíà ñî-äåðæèò îòðåçîê ðàçáèåíèÿ) v ïåðåñåêàåò ðîâíî îäèí èç ïðÿìî-óãîëüíèêîâ Ps; çíà÷èò, ïðàâàÿ ñòîðîíà î÷åðåäíîãî ïðÿìîóãîëü-íèêà Ps ëåæèò íà òîé æå ïðÿìîé, ÷òî è ëåâàÿ ñòîðîíà ñëåäóþùå-ãî ïðÿìîóãîëüíèêà Ps+1 (ñì. ðèñ. 8). Òîãäà ýòè ïðÿìîóãîëüíè-êè ïðèìûêàþò ñ ðàçíûõ ñòîðîí ê îäíîìó è òîìó æå âåðòèêàëü-íîìó îòðåçêó ðàçáèåíèÿ, ïîýòîìó ãîðèçîíòàëüíûé íîìåð ïðÿ-ìîóãîëüíèêà Ps+1 íà 1 áîëüøå, ÷åì ãîðèçîíòàëüíûé íîìåð Ps.ßñíî, íàêîíåö, ÷òî ãîðèçîíòàëüíûå íîìåðà ïðÿìîóãîëüíèêîâ P1è Px ðàâíû 1 è ℓ; çíà÷èò, x = ℓ.Èòàê, äëÿ êàæäîãî èç k âåðòèêàëüíûõ íîìåðîâ åñòü ðîâíî ℓïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ òàêèì íîìåðîì; ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî ïðÿ-ìîóãîëüíèêîâ ðàâíî kℓ.
�èñ. 9Çàìå÷àíèå. Óñëîâèÿ, íàëîæåííûå íà îòðåçêè ðàçáèåíèÿ,ñóùåñòâåííû, êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû íà ðèñ. 9.
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