
XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ10 êëàññ10.1. Äàíû äåñÿòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ëþáûå äâà èç êîòîðûõ ðàç-ëè÷íû. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ ëèáî òðè ÷èñëà, ïðî-èçâåäåíèå êîòîðûõ áîëüøå ïðîèçâåäåíèÿ êàêèõ-íèáóäü äâóõ èçîñòàâøèõñÿ, ëèáî òðè ÷èñëà, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ áîëüøå ïðî-èçâåäåíèÿ êàêèõ-íèáóäü ÷åòûðåõ èç îñòàâøèõñÿ. (À. �îëîâàíîâ)Ïåðâîå ðåøåíèå. Âîçüìåì ëþáûå 5 èç äàííûõ ÷èñåë:
a, b, c, d, e. Åñëè abc > de, òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è âåðíî. Åñëèæå de > abc, âîçüìåì åùå äâà ÷èñëà f è g. Ïóñòü ñêàæåì f > g.Òîãäà def > abcg; çíà÷èò, è â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå çàäà÷èâåðíî.Âòîðîå ðåøåíèå. Óïîðÿäî÷èì äàííûå ÷èñëà ïî óáûâàíèþ:
a1 > a2 > . . . > a10. Òîãäà a1a2a3 > a4a5a6. Åñëè a6 > 1, òî
a1a2a3 > a4a5. Èíà÷å a6 < 1, îòêóäà a7 < 1, è, çíà÷èò, a1a2a3 >

> a4a5a6 > a4a5a6a7.Çàìå÷àíèå. Èç âòîðîãî ðåøåíèÿ âèäíî, ÷òî a1a2a3 áîëüøåëèáî ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ èç îñòàâøèõñÿ ÷èñåë, ëèáî ïðî-èçâåäåíèÿ ëþáûõ ÷åòûðåõ èç îñòàâøèõñÿ.10.2. Äàí âûïóêëûé øåñòèóãîëüíèê ABCDEF . Èçâåñòíî, ÷òî
∠FAE = ∠BDC, à ÷åòûðåõóãîëüíèêè ABDF è ACDE ÿâëÿ-þòñÿ âïèñàííûìè. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå BF è CE ïàðàëëåëü-íû. (À. Àêîïÿí)
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�åøåíèå. Ïóñòü K � òî÷êà ïå-ðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ AE è BF . Ïî-ñêîëüêó ÷åòûð¼õóãîëüíèêè ABDFè ACDE âïèñàííûå, ìû èìååì

∠AFB = ∠ADB è ∠ADC = ∠AEC.Îòñþäà è èç óñëîâèÿ çàäà÷è ïîëó-÷àåì ∠AKB = ∠AFB + ∠FAE =
= ∠ADB + ∠BDC = ∠ADC =
= ∠AEC. Èòàê, ∠AKB = ∠AEC.Ýòî è çíà÷èò, ÷òî BF ‖ CE.10.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë a1, a2, . . . çàäàíà óñëîâèÿìè a1 = 1,
a2 = 143 è an+1 = 5 ·

a1 + a2 + . . . + an

n
ïðè âñåõ n > 2. Äîêàæè-8



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîäòå, ÷òî âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � öåëûå ÷èñëà.(Ì. Ìóðàøêèí)Ïåðâîå ðåøåíèå. ×èñëî a3 = 5 ·72 = 360 öåëîå. Ïðè n > 4áóäóò âåðíû ðàâåíñòâà
an = 5 ·

a1 + . . .+ an−1

n− 1
è an−1 = 5 ·

a1 + . . .+ an−2

n− 2
,îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
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5
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(
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5
an−1 + an−1

)

=
n+ 3

n− 1
an−1.Çíà÷èò, åñëè n > 4, òî ÷èñëî

an =
(n+ 3)(n + 2) · . . . · 7

(n− 1)(n − 2) · . . . · 3
· a3 =

(n+ 3)(n + 2)(n + 1)n

6 · 5 · 4 · 3
· 360 =

= (n+ 3)(n + 2)(n + 1)nÿâëÿåòñÿ öåëûì, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïîëîæèì Sn = a1 + a2 + . . . + an, òîãäà
an+1 = Sn+1 − Sn.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, âñå ÷òî ÷èñ-ëà Sn �öåëûå. Èç óñëîâèÿ èìååì S1 = 1, S2 = 144, à �îðìó-ëà an+1 = 5 · a1 + a2 + . . .+ an

n
ïðèíèìàåò âèä Sn+1− Sn = 5Sn

n
,îòêóäà Sn+1 = n+ 5

n
Sn. Çíà÷èò, ïðè n > 2 ïîëó÷àåì

Sn+1 =
(n+ 5)(n + 4) · . . . · 7

n(n− 1) · . . . · 2
S2 =

=
(n+ 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)(n + 1)

6 · 5 · 4 · 3 · 2
· 144 =

=
(n+ 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)(n+ 1)

5
.Òàê êàê õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë n + 5, n + 4, n + 3, n + 2, n + 1äåëèòñÿ íà 5, òî ïðè n > 2 ÷èñëî Sn+1 � öåëîå.10.4. Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíî 2N òî÷åê (N �íàòóðàëüíîå ÷èñëî).Èçâåñòíî, ÷òî ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó âíóòðè îêðóæíîñòè ïðîõî-äèò íå áîëåå äâóõ õîðä ñ êîíöàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ. Íàçî-âåì ïàðîñî÷åòàíèåì òàêîé íàáîð èç N õîðä ñ êîíöàìè â îòìå-÷åííûõ òî÷êàõ, ÷òî êàæäàÿ îòìå÷åííàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ êîíöîìðîâíî îäíîé èç ýòèõ õîðä. Íàçîâ¼ì ïàðîñî÷åòàíèå ÷¼òíûì, åñëèêîëè÷åñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ åãî õîðäû, ÷¼òíî, è9



XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâíå÷¼òíûì èíà÷å. Íàéäèòå ðàçíîñòü ìåæäó êîëè÷åñòâîì ÷¼òíûõè íå÷¼òíûõ ïàðîñî÷åòàíèé. (Â. Øìàðîâ)Îòâåò. 1.Ïåðâîå ðåøåíèå. Èíäóêöèåé ïî N äîêàæåì, ÷òî ÷¼òíûõïàðîñî÷åòàíèé íà 1 áîëüøå, ÷åì íå÷¼òíûõ. Äëÿ N = 1 óòâåð-æäåíèå î÷åâèäíî: åñòü ëèøü îäíî ïàðîñî÷åòàíèå, è îíî ÷¼òíî.Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ 2N òî÷åê, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òîîíî âåðíî äëÿ 2(N − 1) òî÷åê. Îáîçíà÷èì îòìå÷åííûå òî÷êè
A1, A2, . . . , A2N â ïîðÿäêå îáõîäà îêðóæíîñòè ïî ÷àñîâîé ñòðåë-êå. Ëåììà. Ïóñòü â ïàðîñî÷åòàíèè ó÷àñòâóåò õîðäà A1Ai.Òîãäà ïðè ÷¼òíîì i îíà ïåðåñåêàåò ÷¼òíîå ÷èñëî õîðä, à ïðèíå÷¼òíîì i�íå÷¼òíîå.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü õîðäó A1Ai ïåðåñåêàþò ðîâíî kõîðä. �àññìîòðèì òî÷êè A2, . . . , Ai−1; ðîâíî k èç íèõ ÿâëÿþò-ñÿ êîíöàìè õîðä, ïåðåñåêàþùèõ A1Ai (ïî îäíîìó êîíöó êàæäîéõîðäû). Îñòàëüíûå i− 2− k òî÷åê ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû òî÷åê,ñîåäèíåííûõ õîðäàìè, êîòîðûå íå ïåðåñåêàþò A1Ai. Òàêèì îá-ðàçîì, ÷èñëî i− 2− k ÷¼òíî, òî åñòü ÷èñëà i è k èìåþò îäèíàêî-âóþ ÷¼òíîñòü. Ëåììà äîêàçàíà. ��àçîáü¼ì òåïåðü âñå ïàðîñî÷åòàíèÿ íà 2N − 1 ãðóïïó
Π2, . . . ,Π2N : â ãðóïïó Πi ïîïàäóò òå ïàðîñî÷åòàíèÿ, â êîòîðûõòî÷êà A1 ñîåäèíåíà ñ Ai. Òåïåðü âûêèíåì èç êàæäîãî ïàðîñî-÷åòàíèÿ èç Πi õîðäó A1Ai; ïîëó÷àòñÿ âñå âîçìîæíûå ïàðîñî-÷åòàíèÿ íà îñòàâøèõñÿ 2N − 2 òî÷êàõ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èí-äóêöèè, ñðåäè íèõ ÷¼òíûõ íà îäíî áîëüøå, ÷åì íå÷¼òíûõ. Ïðèýòîì, åñëè i ÷¼òíî, òî ñîãëàñíî ëåììå ÷¼òíîñòü ïàðîñî÷åòàíèÿïðè âûêèäûâàíèè íå ìåíÿëàñü, à åñëè i íå÷¼òíî, òî ìåíÿëàñü.Çíà÷èò, â êàæäîì èç N ìíîæåñòâ Π2, . . . ,Π2N ÷¼òíûõ ïàðîñî-÷åòàíèé íà îäíî áîëüøå, ÷åì íå÷¼òíûõ, à â êàæäîì èç N − 1ìíîæåñòâ Π3, . . . ,Π2N−1 íå÷¼òíûõ íà îäíî áîëüøå, ÷åì ÷¼òíûõ.Èòîãî, âñåãî ÷¼òíûõ ïàðîñî÷åòàíèé áîëüøå, ÷åì íå÷¼òíûõ, íà
N − (N − 1) = 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî øàãàèíäóêöèè.Ïóñòü îòìå÷åííûå òî÷êè �A1, . . . , A2N . �àññìîòðèì âñå ïà-10



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîäðîñî÷åòàíèÿ, â êîòîðûõ A2N−1 è A2N ñîåäèíåíû õîðäîé. Ýòàõîðäà íå ïåðåñåêàåòñÿ íè ñ îäíîé äðóãîé. Çíà÷èò, âûáðîñèâ å¼èç êàæäîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ ïàðîñî÷åòàíèé, ìû ïîëó÷èì âñåïàðîñî÷åòàíèÿ íà òî÷êàõ A1, . . . , A2N−2, ïðè÷¼ì ÷¼òíîñòü êàæ-äîãî èç íèõ ñîõðàíèòñÿ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñðåäè íà-øèõ ïàðîñî÷åòàíèé ÷¼òíûõ íà îäíî áîëüøå, ÷åì íå÷¼òíûõ.Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òîñðåäè âñåõ îñòàëüíûõ ïàðîñî÷åòàíèé ïîðîâíó ÷¼òíûõ è íå÷¼ò-íûõ. �àññìîòðèì ëþáîå èç íèõ; ïóñòü â í¼ì åñòü õîðäû A2N−1Aiè A2NAk. Òåïåðü ¾ïîìåíÿåì ìåñòàìè¿ òî÷êè A2N−1 è A2N , òîåñòü çàìåíèì íàøè õîðäû íà A2NAi è A2N−1Ak. Ïðè ýòîì, åñ-ëè èñõîäíàÿ õîðäà ïåðåñåêàëàñü ñ êàêîé-òî èç îñòàëüíûõ, òî èíîâàÿ õîðäà áóäåò ñ íåé ïåðåñåêàòüñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëèõîðäû A2N−1Ai è A2NAk íå ïåðåñåêàëèñü, òî íîâûå õîðäû áó-äóò ïåðåñåêàòüñÿ, è íàîáîðîò. Èòàê, êàæäîìó îñòàâøåìóñÿ ÷¼ò-íîìó ïàðîñî÷åòàíèþ ìû ñîïîñòàâèëè íå÷¼òíîå, è íàîáîðîò; ïðèýòîì ðàçíûì ïàðîñî÷åòàíèÿì, î÷åâèäíî, ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå.Çíà÷èò, îñòàâøèõñÿ ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ ïàðîñî÷åòàíèé ïîðîâíó,÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.10.5. Äàí âûïóêëûé ïÿòèóãîëüíèê. Ïåòÿ âûïèñàë â òåòðàäü çíà÷åíèÿñèíóñîâ âñåõ åãî óãëîâ, à Âàñÿ � çíà÷åíèÿ êîñèíóñîâ âñåõ åãî óã-ëîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè âûïèñàííûõ Ïåòåé ÷èñåë íåò ÷åòûð¼õðàçëè÷íûõ. Ìîãóò ëè âñå ÷èñëà, âûïèñàííûå Âàñåé, îêàçàòüñÿðàçëè÷íûìè? (Í. Àãàõàíîâ, Ï. Êîæåâíèêîâ)Îòâåò. Íå ìîãóò.�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå; òîãäà âñå óãëû ïÿòè-óãîëüíèêà � ðàçëè÷íûå ÷èñëà èç èíòåðâàëà (0, π). Çàìåòèì ñðà-çó, ÷òî òîãäà ó Ïåòè íå íàéä¼òñÿ òð¼õ ðàâíûõ ÷èñåë, èáî â ýòîìèíòåðâàëå íåò òð¼õ ðàçëè÷íûõ óãëîâ ñ ðàâíûìè ñèíóñàìè.Çíà÷èò, ó Ïåòè äîëæíû áûòü äâå ïàðû ðàâíûõ ÷èñåë: sinα =
= sin β è sin γ = sin δ. Ïîñêîëüêó α 6= β, ìû ïîëó÷àåì α = π−β;àíàëîãè÷íî γ = π − δ.Ïóñòü òåïåðü ε � ïÿòûé óãîë ïÿòèóãîëüíèêà. Ïîñêîëüêóñóììà óãëîâ ïÿòèóãîëüíèêà ðàâíà 3π, èìååì ε = 3π − (α+ β)−
− (γ + δ) = 3π − π − π = π. Ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ε < π.10.6. Ïåòÿ âûáðàë íàòóðàëüíîå ÷èñëî a > 1 è âûïèñàë íà äîñêó ïÿò-11



XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâíàäöàòü ÷èñåë 1 + a, 1 + a2, 1 + a3, . . . , 1 + a15. Çàòåì îí ñò¼ðíåñêîëüêî ÷èñåë òàê, ÷òî ëþáûå äâà îñòàâøèõñÿ ÷èñëà âçàèìíîïðîñòû. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë ìîãëî îñòàòüñÿ íàäîñêå? (Î. Ïîäëèïñêèé)Îòâåò. 4 ÷èñëà.�åøåíèå. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî èñêîìûõ ÷èñåë íå ìîæåòáûòü áîëåå ÷åòûðåõ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè k�íå÷¼òíîå, òî ÷èñëî
1 + ank = 1k + (an)k äåëèòñÿ íà 1 + an. Äàëåå, êàæäîå èç ÷èñåë
1, 2, . . . , 15 èìååò îäèí èç âèäîâ k, 2k, 4k, 8k, ãäå k íå÷¼òíî. Òà-êèì îáðàçîì, êàæäîå èç ÷èñåë 1 + a, 1 + a2, 1 + a3, . . . , 1 + a15äåëèòñÿ ëèáî íà 1 + a, ëèáî íà 1 + a2, ëèáî íà 1 + a4, ëèáî íà
1 + a8. Ïîýòîìó, åñëè ìû âîçüìåì õîòÿ áû ïÿòü ÷èñåë, òî ñðåäèíèõ íàéäóòñÿ äâà, äåëÿùèåñÿ íà îäíî è òî æå ÷èñëî, áîëüøåå 1;çíà÷èò, îíè íå áóäóò âçàèìíî ïðîñòû. Èòàê, îñòàâøèõñÿ ÷èñåëíå áîëåå ÷åòûðåõ.Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ÷åòûðå ÷èñëà ìîãëè îñòàòüñÿ. Äåé-ñòâèòåëüíî, åñëè a = 2, òî ìîæíî îñòàâèòü ÷èñëà 1 + 2 = 3,
1 + 22 = 5, 1 + 24 = 17 è 1 + 28 = 257. Âñå îíè ïîïàðíî âçàèìíîïðîñòû.Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì ÷¼òíîì a ÷èñ-ëà 1 + a, 1 + a2, 1 + a4, 1 + a8 áóäó ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.10.7. Äàí êâàäðàò n×n. Èçíà÷àëüíî åãî êëåòêè ðàñêðàøåíû â áåëûéè ÷¼ðíûé öâåòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå, ïðè÷¼ì õîòÿ áû îäíà èçóãëîâûõ êëåòîê ÷¼ðíàÿ. Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ â íåêîòîðîìêâàäðàòå 2 × 2 îäíîâðåìåííî ïåðåêðàñèòü âõîäÿùèå â íåãî ÷å-òûðå êëåòêè ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: êàæäóþ áåëóþ ïåðåêðà-ñèòü â ÷¼ðíûé öâåò, êàæäóþ ÷¼ðíóþ� â çåë¼íûé, à êàæäóþ çå-ë¼íóþ� â áåëûé. Ïðè êàêèõ n çà íåñêîëüêî õîäîâ ìîæíî ïî-ëó÷èòü øàõìàòíóþ ðàñêðàñêó, â êîòîðîé ÷¼ðíûé è áåëûé öâåòàïîìåíÿëèñü ìåñòàìè? (Á. Òðóøèí)Îòâåò. Ïðè âñåõ n, êðàòíûõ òð¼ì.�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì óäàëîñü ïåðåêðàñèòüêëåòêè òàê, êàê òðåáóþò óñëîâèÿ çàäà÷è. Áóäåì íàçûâàòü êëåò-êàìè ïåðâîãî òèïà òå, êîòîðûå ïåðâîíà÷àëüíî áûëè áåëûìè, àâòîðîãî òèïà � òå, êîòîðûå áûëè ÷¼ðíûìè. Çàìåòèì, ÷òî åñëè12



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîäêàêóþ-òî êëåòêó ïåðåêðàñèëè òðè ðàçà, òî â èòîãå îíà ñâîé öâåòíå ïîìåíÿëà. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû êëåòêà ïåðâîãî òèïà ñòà-ëà ÷¼ðíîé, å¼ íóæíî ïåðåêðàñèòü 3k + 1 ðàç ïðè íåêîòîðîì öå-ëîì k (äëÿ ðàçíûõ êëåòîê k ìîæåò áûòü ðàçíûì). Çíà÷èò, åñëè
a�êîëè÷åñòâî êëåòîê ïåðâîãî òèïà, òî îáùåå êîëè÷åñòâî ïåðå-êðàøèâàíèé ýòèõ êëåòîê ðàâíî 3K + a ïðè íåêîòîðîì öåëîì K.×òîáû êëåòêà âòîðîãî òèïà ñòàëà áåëîé, å¼ íóæíî ïåðåêðàñèòü
3m+2 ðàçà. Çíà÷èò, åñëè b�êîëè÷åñòâî êëåòîê âòîðîãî òèïà, òîîáùåå êîëè÷åñòâî ïåðåêðàøèâàíèé ýòèõ êëåòîê ðàâíî 3M + 2bðàç.Äàëåå, â ëþáîì êâàäðàòå 2 × 2 êëåòîê ïåðâîãî è âòîðîãîòèïà ïîðîâíó. Ïîýòîìó, êàê áû ìû íå ïåðåêðàøèâàëè, ñóììàðíîêëåòêè ïåðâîãî è âòîðîãî òèïîâ áóäóò ïåðåêðàøåíû îäèíàêîâîå÷èñëî ðàç. Ïîýòîìó 3K+a = 3M+2b, îòêóäà a+b = 3(M−K+b),òî åñòü îáùåå êîëè÷åñòâî êëåòîê a + b äåëèòñÿ íà òðè. Çíà÷èò
n2 êðàòíî òðåì, à ïîýòîìó è n êðàòíî òðåì.Îñòàëîñü ïîêàçàòü, êàê ìîæíî ïåðåêðàñèòü êâàäðàò ñî ñòî-ðîíîé, êðàòíîé òðåì. �àçðåæåì åãî íà êâàäðàòû 3× 3. �àññìîò-ðèì îäèí èç òàêèõ êâàäðàòîâ. Åñòü äâà ñëó÷àÿ� ëèáî óãëîâûåêëåòêè áåëûå, ëèáî ÷¼ðíûå. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïåðåêðàøèâàåìêàæäûé èç ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ, ïðèìûêàþùèõ ê óãëàì ïî îä-íîìó ðàçó, à âî âòîðîì ñëó÷àå � ïî äâà ðàçà. Ëåãêî ïðîâåðèòü,÷òî ïðè òàêîì ïåðåêðàøèâàíèè øàõìàòíàÿ ðàñêðàñêà ïîìåíÿ-åòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíóþ.Çàìå÷àíèå. Â äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî n äåëèòñÿ íà 3,ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íå âñå n2 êëåòîê, à n êëåòîê â îäíîì ãî-ðèçîíòàëüíîì èëè âåðòèêàëüíîì ðÿäó, ñêàæåì, n êëåòîê, ïðè-ìûêàþùèå ê íèæíåé ñòîðîíå.10.8. Â òðàïåöèè ABCD áîêîâàÿ ñòîðîíà CD ïåðïåíäèêóëÿðíà îñ-íîâàíèÿì, O� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé. Íà îïèñàííîéîêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà OCD âçÿòà òî÷êà S, äèàìåòðàëüíîïðîòèâîïîëîæíàÿ òî÷êå O. Äîêàæèòå, ÷òî ∠BSC = ∠ASD.(Â. Øìàðîâ)�åøåíèå. Òàê êàê SO�äèàìåòð, òî ∠SCA = ∠SCO =
= ∠SDO = ∠SDB = 90◦. Äëÿ ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïî-äîáèå ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ SCA è SDB. Äåéñòâèòåëü-13



XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâíî, èç ïîäîáèÿ áóäåò ñëåäîâàòü ðàâåíñòâî óãëîâ ∠CSA = ∠DSB,îòêóäà ∠BSC = ∠CSA− ∠ASB = ∠DSB − ∠ASB = ∠ASD.
A

B C

D

S

O�èñ. 5
Èòàê, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

AC
BD

= SC
SD

. Èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðå-óãîëüíèêîâ ADC è BCD èìååì AC
BD

=

= CD
cos∠OCD

: CD
cos∠ODC

= cos∠ODC
cos∠OCD

.Òàê êàê ∠OCD = 90◦ − ∠SCD, òî
cos∠OCD = sin∠SCD. Àíàëîãè÷-íî cos∠ODC = ∠ sinSDC. Îòñþäà
AC
BD

= sin∠SDC
sin∠SCD

= SC
SD

(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òåî-ðåìû ñèíóñîâ), îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå ïîäîáèå.Çàìå÷àíèå. Òî÷êè A è B ÿâëÿþòñÿ èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåí-íûìè òî÷êàìè îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà SCD.
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