
XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÏîêàæåì, íàêîíåö, ÷òî â êàæäóþ ìèíóòó íà äîñêå ïîÿâ-ëÿëîñü íå áîëåå îäíîãî �èíàëüíîãî ñóùåñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü â íåêîòîðóþ ìèíóòó ïîÿâèëèñü îäíîâðå-ìåííî ñóùåñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû Sp è Sq (p < q). �àññìîòðèìïåðâûé ìîìåíò, êîãäà íà äîñêå ïîÿâèëñÿ ìíîãî÷ëåí P , â êîòî-ðîì îäíîâðåìåííî ó÷àñòâóþò è Sp, è Sq; òîãäà îí ïîÿâèëñÿ êàêñóììà äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò îäíî-÷ëåí xp. Íî òîãäà êîý��èöèåíò ïðè xp â P íå ìåíüøå 2, ÷òîíåâîçìîæíî.Èòàê, íà äîñêå åñòü n �èíàëüíûõ è 2n + 1 ñóùåñòâåííûõìíîãî÷ëåíîâ, ïðè ýòîì íå áîëüøå m èç íèõ ÿâëÿþòñÿ è òåìè,è äðóãèìè. Çíà÷èò, îáùåå êîëè÷åñòâî ìíîãî÷ëåíîâ íà äîñêå íåìåíüøå, ÷åì n + (2n + 1) − m. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñõîäíî íàäîñêå áûëî n+1 ìíîãî÷ëåíîâ, à äîáàâèëîñü íå áîëüøå, ÷åì mk.Çíà÷èò, (n+1) +mk > n+ (2n+ 1)−m, èëè m(k+ 1) > 2n, ÷òîè òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Çàìå÷àíèå. Åñëè çà�èêñèðîâàòü íàòóðàëüíîå k, òî ïðèâñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n îöåíêà â çàäà÷å òî÷íà.11 êëàññ11.1. Èçíà÷àëüíî íà ñòîëå ëåæàò 111 êóñêîâ ïëàñòèëèíà îäèíàêîâîéìàññû. Çà îäíó îïåðàöèþ ìîæíî âûáðàòü íåñêîëüêî ãðóïï ïîîäèíàêîâîìó êîëè÷åñòâó êóñêîâ è â êàæäîé ãðóïïå âåñü ïëàñòè-ëèí ñëåïèòü â îäèí êóñîê. Çà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî îïå-ðàöèé ìîæíî ïîëó÷èòü ðîâíî 11 êóñêîâ, ëþáûå äâà èç êîòîðûõèìåþò ðàçëè÷íûå ìàññû? (È. Áîãäàíîâ)Îòâåò. Çà äâå îïåðàöèè.�åøåíèå. Ïóñòü ìàññà îäíîãî èñõîäíîãî êóñêà ðàâíà 1. Åñ-ëè ïðè ïåðâîé îïåðàöèè â êàæäîé ãðóïïå k êóñêîâ, òî ïîñëå íå¼êàæäûé êóñîê áóäåò èìåòü ìàññó 1 èëè k; çíà÷èò, îäèííàäöàòèêóñêîâ ðàçëè÷íîé ìàññû çà îäíó îïåðàöèþ ïîëó÷èòü íå óäàñòñÿ.Ïîêàæåì, ÷òî çà äâå îïåðàöèè òðåáóåìîå ñäåëàòü ìîæíî. Íàïåðâîé îïåðàöèè âûáåðåì 37 ãðóïï ïî 2 êóñêà; ïîñëå îïåðàöèèïîëó÷àòñÿ ïî 37 êóñêîâ ñ ìàññàìè 1 è 2. Íà âòîðîé îïåðàöèèâûáåðåì 9 ãðóïï ïî 8 êóñêîâ: â i-é ãðóïïå (1 6 i 6 9) áóäåò i− 110



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüêóñêîâ ìàññû 2 è 9 − i êóñêîâ ìàññû 1. Òîãäà îñòàíóòñÿ íåèñ-ïîëüçîâàííûìè äâà êóñêà ìàññ 1 è 2, à èç i-é ãðóïïû ïîëó÷èòñÿêóñîê ìàññû 9 − i + 2(i − 1) = 7 + i. Èòàê, ïîëó÷àòñÿ 11 êóñêîâñ ìàññàìè 1, 2, 8, 9, . . . , 16, ÷òî è òðåáîâàëîñü.Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðèâåä¼ííûé ñïîñîá �åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé.11.2. Ëþáûå äâà èç äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, a3, a4, a5 îòëè÷àþò-ñÿ íå ìåíåå, ÷åì íà 1. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî äåéñòâè-òåëüíîãî k âûïîëíåíû ðàâåíñòâà
a1 + a2 + a3 + a4 + a5 = 2k è a21 + a22 + a23 + a24 + a25 = 2k2.Äîêàæèòå, ÷òî k2 > 25/3. (È. Áîãäàíîâ)�åøåíèå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

a1 < . . . < a5. Ïî óñëîâèþ, ai+1 − ai > 1 ïðè âñåõ i = 1, 2, 3, 4.Çíà÷èò, aj − ai > j − i ïðè âñåõ 1 6 i < j 6 5. Âîçâåä¼ì êàæäîåèç ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ â êâàäðàò è ñëîæèì èõ âñå. Ïîëó÷èì∑
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5

5∑

i=1

a2i = 10k2 > 50 + 4k2,îòêóäà 6k2 > 50, èëè k2 > 25/3.Çàìå÷àíèå. Óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò, íàïðèìåð,÷èñëà ai = (3− i) + 2/
√
3, k = 5/

√
3. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî 25/3â óñëîâèè íåëüçÿ çàìåíèòü íà áîëüøåå.11.3. Êëåò÷àòàÿ ïëîñêîñòü ðàñêðàøåíà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå â ÷¼ð-íûé è áåëûé öâåòà. Çàòåì áåëûå êëåòêè ñíîâà ðàñêðàøåíû âêðàñíûé è ñèíèé öâåòà òàê, ÷òîáû êëåòêè, ñîñåäíèå ïî óãëó, áû-11



XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâëè ðàçíîöâåòíûìè. Ïóñòü ℓ�ïðÿìàÿ, íå ïàðàëëåëüíàÿ ñòîðî-íàì êëåòîê. Äëÿ êàæäîãî îòðåçêà I, ïàðàëëåëüíîãî ℓ, ïîñ÷èòà-åì ðàçíîñòü ñóìì äëèí åãî êðàñíûõ è ñèíèõ ó÷àñòêîâ. Äîêàæè-òå, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî C (çàâèñÿùåå òîëüêî îò ïðÿìîé ℓ) òà-êîå, ÷òî âñå ïîëó÷åííûå ðàçíîñòè íå ïðåâîñõîäÿò C.(È. Áîãäàíîâ, Ê. Ñóõîâ)�åøåíèå. Ëåììà. �àñêðàñèì êëåòêè ïëîñêîñòè â äâà öâå-òà: íå÷¼òíûå ñòîëáöû â çåë¼íûé öâåò, à ÷¼òíûå� â æ¼ëòûé.Òîãäà äëÿ ëþáîãî îòðåçêà, ïàðàëëåëüíîãî ïðÿìîé ℓ, ðàçíîñòüñóìì äëèí åãî çåë¼íûõ è æ¼ëòûõ ó÷àñòêîâ íå ïðåâîñõîäèòíåêîòîðîãî ÷èñëà D, çàâèñÿùåãî òîëüêî îò ℓ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìàÿ ℓ ðàçáèâàåòñÿ âåðòèêàëüíûìèñòîðîíàìè êëåòîê íà îòðåçêè îäèíàêîâîé äëèíû; îáîçíà÷èì ýòóäëèíó ÷åðåç F . Òîãäà äëÿ ëþáîãî îòðåçêà äëèíû 2F , ïàðàëëåëü-íîãî ℓ, ñóììû äëèí åãî çåë¼íûõ è æ¼ëòûõ ÷àñòåé ðàâíû F . Àëþáîé îòðåçîê, ïàðàëëåëüíûé ℓ, ðàçáèâàåòñÿ íà òàêèå îòðåçêèè îñòàòîê äëèíû, ìåíüøåé 2F ; ïîýòîìó ðàçíîñòü ñóìì äëèí åãîçåë¼íûõ è æ¼ëòûõ ÷àñòåé íå ïðåâîñõîäèò D = 2F . �Ê � Ê �� Ñ � ÑÊ � Ê �� Ñ � Ñ�èñ. 3Ïåðåéä¼ì ê ðåøåíèþ çàäà÷è. �àñêðàñèì âñå÷¼ðíûå êëåòêè â ðîçîâûé è ãîëóáîé öâåòà òàê,÷òîáû ðîçîâûå êëåòêè áûëè â òåõ æå ñòîëáöàõ,÷òî è êðàñíûå, à ãîëóáûå � â òåõ æå, ÷òî è ñè-íèå (ñì. ðèñ. 3). �àññìîòðèì ëþáîé îòðåçîê, ïà-ðàëëåëüíûé ℓ, è îáîçíà÷èì ÷åðåç r, b, r′, b′ ñóì-ìû äëèí åãî êðàñíûõ, ñèíèõ, ðîçîâûõ è ãîëóáûõ ÷àñòåé, ñîîòâåò-ñòâåííî. Òîãäà ïî ëåììå ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëàD1,D2, çàâèñÿ-ùèå òîëüêî îò ℓ, ÷òî |(r+r′)−(b+b′)| 6 D1, |(r+b′)−(r′+b)| 6 D2.Çíà÷èò,
2|r − b| = |(r + r′)− (b+ b′) + (r + b′)− (r′ + b)| 6

6 |(r + r′)− (b+ b′)|+ |(r + b′)− (r′ + b)| 6 D1 +D2,òî åñòü |r − b| 6 D1 +D2

2 , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå â ëåììå ìîæíî ïîëîæèòü D =
= F .11.4. Äàíà ïèðàìèäà SA1A2 . . . An, îñíîâàíèå êîòîðîé � âûïóêëûéìíîãîóãîëüíèê A1 . . . An. Äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , n â ïëîñêî-12



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüñòè îñíîâàíèÿ ïîñòðîèëè òðåóãîëüíèê XiAiAi+1, ðàâíûé òðå-óãîëüíèêó SAiAi+1 è ëåæàùèé ïî òó æå ñòîðîíó îò ïðÿìîé
AiAi+1, ÷òî è îñíîâàíèå (ìû ïîëàãàåì An+1 = A1). Äîêàæè-òå, ÷òî ïîñòðîåííûå òðåóãîëüíèêè ïîêðûâàþò âñ¼ îñíîâàíèå.(È. Ïàê)Ïåðâîå ðåøåíèå. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó P îñ-íîâàíèÿ è äîêàæåì, ÷òî îíà ïîêðûòà îäíèì èç òðåóãîëüíèêîâ.�àññìîòðèì ìàëåíüêóþ ñ�åðó, ëåæàùóþ âíóòðè ïèðàìèäû èêàñàþùóþñÿ îñíîâàíèÿ â òî÷êå P (òàêàÿ, î÷åâèäíî, íàéä¼òñÿ).Íà÷í¼ì óâåëè÷èâàòü å¼ ðàäèóñ, ñîõðàíÿÿ óñëîâèå êàñàíèÿ; òî-ãäà â íåêîòîðûé ìîìåíò îíà âïåðâûå êîñí¼òñÿ áîêîâîé ïîâåðõ-íîñòè ïèðàìèäû. Ïóñòü, ñêàæåì, îíà êîñíóëàñü ãðàíè SA1A2 âòî÷êå Q (ñì. ðèñ. 4). Òîãäà PA1 = QA1, PA2 = QA2 êàê êà-ñàòåëüíûå èç îäíîé òî÷êè; ñòàëî áûòü, òðåóãîëüíèêè PA1A2 è
QA1A2 ðàâíû. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè ïîâîðîòå ãðàíè SA1A2 âî-êðóã A1A2, ïåðåâîäÿùåì å¼ â X1A1A2, òî÷êà Q ïåðåõîäèò â P ,òî åñòü P ëåæèò âíóòðè X1A1A2.
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Ki+1

�èñ. 4 �èñ. 5Âòîðîå ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ òî÷êà Pîñíîâàíèÿ íå ïîêðûòà òðåóãîëüíèêàìè. Åñëè ∠PA1A2 6

6 ∠X1A1A2 è ∠PA2A1 6 ∠X1A2A1, òî òðåóãîëüíèê X1A1A2íàêðûâàåò P . Çíà÷èò, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-òàòü, ÷òî ∠PA2A1 > ∠X1A2A1.Åñëè α, β, γ �ïëîñêèå óãëû òð¼õãðàííîãî óãëà, òî α < β +
+ γ; ïîýòîìó ∠A1A2A3 < ∠A1A2S + ∠A3A2S = ∠X1A2A1 +
+ ∠X2A2A3 < ∠PA2A1 + ∠X2A2A3. Çíà÷èò, ∠PA2A3 =
= ∠A1A2A3−∠PA2A1 < ∠X2A2A3. Åñëè âäîáàâîê è ∠PA3A2 613



XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ
6 ∠X2A3A2, òî òðåóãîëüíèê X2A2A3 íàêðûâàåò P , ÷òî íåâåðíî.Çíà÷èò, ∠PA3A2 > ∠X2A3A2.Èòàê, èç íåðàâåíñòâà ∠PA2A1 > ∠X1A2A1 ìû ïîëó÷è-ëè, ÷òî ∠PA2A3 < ∠X2A2A3 è ∠PA3A2 > ∠X2A3A2. Ïðî-äîëæàÿ òàêèå ðàññóæäåíèÿ äàëüøå, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ëþáîì
i = 1, 2, . . . , n âåðíû íåðàâåíñòâà ∠PAiAi+1 < ∠XiAiAi+1 è
∠PAi+1Ai > ∠XiAi+1Ai. Ýòî çíà÷èò, ÷òî îòðåçêè XiAi+1 è
PAi ïåðåñåêàþòñÿ (ñì. ðèñ. 5). Îáîçíà÷èâ òî÷êó èõ ïåðåñå-÷åíèÿ ÷åðåç Ki, èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ïîëó÷àåì, ÷òî
XiAi+PAi+1 < (XiKi+KiAi)+(PKi+KiAi+1) = XiAi+1+PAi,òî åñòü SAi+PAi+1 < SAi+1+PAi. Íî, ñêëàäûâàÿ òàêèå íåðà-âåíñòâà ïðè âñåõ i = 1, 2, . . . , n, ïîëó÷àåì (SA1 + . . . + SAn) +
+ (PA1 + . . .+ PAn) < (SA1 + . . . + SAn) + (PA1 + . . .+ PAn),÷òî íåâåðíî. Ïðîòèâîðå÷èå.
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