
Заключительный этап, 2010–2011 учебный год. Первый день

11 класс
11.1. Натуральные числа d и d′, d′ > d — - делители натурального

числа n. Докажите, что d′ > d + d2

n . (А. Голованов)
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11.2. На стороне BC параллелограмма
ABCD (∠A < 90◦) отмечена точ-
ка T так, что треугольник ATD —
остроугольный. Пусть O1, O2 и O3 —
центры описанных окружностей тре-
угольников ABT , DAT и CDT соот-
ветственно (см. рисунок). Докажите, что точка пересечения вы-
сот треугольника O1O2O3 лежит на прямой AD. (Т. Емельянова)

11.3. В Академии Наук 999 академиков. Каждая научная тема ин-
тересует ровно троих академиков, и у каждых двух академи-
ков есть ровно одна тема, интересная им обоим. Докажите, что
можно выбрать 250 тем из их общей области научных интересов
так, чтобы каждый академик интересовался не более, чем одной
из них. (А. Магазинов)

11.4. По шоссе в одном направлении едут 10 автомобилей. Шоссе про-
ходит через несколько населённых пунктов. Каждый из авто-
мобилей едет с некоторой постоянной скоростью в населённых
пунктах и с некоторой другой постоянной скоростью вне насе-
лённых пунктов. Для разных автомобилей эти скорости могут
отличаться. Вдоль шоссе расположено 2011 флажков. Известно,
что каждый автомобиль проехал мимо каждого флажка, при-
чём около флажков обгонов не происходило. Докажите, что ми-
мо каких-то двух флажков автомобили проехали в одном и том
же порядке. (С. Берлов)
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Решения задач

9 класс
9.1. Пусть t — общий корень данных многочленов. Тогда 0 =

= P (P (P (t))) = P (P (0)). Пусть P (x) = x2 + ax + b; тогда
P (0) = b, P (1) = a + b + 1, а значит, 0 = P (P (0)) = P (b) =
= ab + b2 + b = b(a + b + 1) = P (0) · P (1), что и требовалось
доказать.
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Рис. 1

9.2. Обозначим ∠OBA = ∠OAB =
= α, ∠OBC = ∠OCB = γ; тогда
∠ACB = 1

2 ∠AOB = 90◦ − α. По-

скольку четырёхугольник BPOQ
вписан, ∠OPQ = α и ∠OQP =
= γ. Пусть OO1 — высота треуголь-
ника OPQ, а H — точка пересече-
ния прямых OO1 и AC (см. рис. 1).
Без ограничения общности, точ-
ка H лежит на луче CA.

Угол POH — внешний для △POO1, поэтому ∠POH = 90◦+
+ α = 180◦ − ∠HCP . Значит, четырёхугольник CHOP вписан,
и ∠PHO = ∠PCO = γ. Пусть P1 — точка пересечения пря-
мых OQ и PH. Вновь по свойству внешних углов ∠QP1H =
= ∠QPH + ∠PQO = ∠QPH + ∠PHO1 = ∠HO1Q = 90◦. Итак,
PH ⊥ OQ, то есть H — точка пересечения высот треугольни-
ка OPQ. При этом она лежит на прямой AC, что и требовалось
доказать.

Замечание. Нетрудно показать, что треугольники ABC
и PHQ подобны.

9.3. Ответ. 4016.
Первое решение. Покажем, что в выпуклом n-угольнике

максимальное количество диагоналей, которое можно провести
указанным способом, равно 2n − 6; при n = 2011 тогда по-
лучится указанный ответ. Пусть A1A2 . . . An — данный много-
угольник. Тогда Петя может провести последовательно диагона-
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