
Заключительный этап, 2010–2011 учебный год. Второй день

Перейдём к решению задачи. Из параллельности имеем
∠ATX = ∠XTY = ∠CTY = 60◦. Кроме того, ∠AMY =
= ∠ABC = 60◦. Тогда ∠AMY + ∠ATY = 180◦, значит, точ-
ки A,M,Y, T лежат на одной окружности (см. рис. 2).

Далее, ∠MAY = ∠MTY = 60◦, значит, треугольник
MAY — правильный (два из его углов равны по 60◦), T — точ-
ка на дуге AY его описанной окружности. Тогда по лемме
AT +TY = MX+TX. Аналогично, CT +TX = NY +TY . Скла-
дывая эти два равенства, получаем AC = AT +TC = MX+NY .

Для треугольника ABC и точки M по лемме получаем
AM + MB = MY + Y C; поскольку AM = MY , получаем
CY = MB. Аналогично, AX = BN .

В итоге, PAXY C = AC + AX + CY + XY = (MX + NY ) +
+ BN + BM + XY = PXMBNY , что и требовалось доказать.

9.8. Ответ. Не может.
Лемма. Для любой клетки доски X существует множе-

ство S, состоящее из чётного количество клеток и содержа-

щее X, такое, что у каждой клетки доски чётное число сосе-

дей лежит в S.

Доказательство. Раскрасим клетки доски в шахматном
порядке; можно считать, что X — чёрная. Для начала рассмот-
рим одну из диагоналей, проходящих через X; пусть A и B —
центры двух крайних клеток этой диагонали, а C и D — точки,
симметричные им относительно центра доски. Тогда обозначим
через S множество всех чёрных клеток, центры которых лежат
внутри или на границе прямоугольника ABCD. На рис. 4 пока-
заны возможные виды множества S на доске 8×8 (прямоуголь-
ники ABCD обозначены пунктиром).

Рис. 4
Множество S состоит из чётного числа клеток, поскольку
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количества центров клеток на сторонах AB и AD имеют раз-
ную чётность. Далее, чёрные клетки не имеют соседей в S, каж-
дая белая клетка внутри ABCD граничит с четырьмя клетка-
ми из S, а каждая белая клетка вне него — либо с нулём, либо
с двумя клетками из S. Итак, множество S удовлетворяет всем
условиям. �

Перейдём к решению задачи. Предположим, что существу-
ет ровно одна красивая клетка X. Рассмотрим для этой клетки
множество S из леммы. Для каждой клетки этого множества по-
считаем количество фишек в соседних с ней клетках; пусть g —
сумма всех этих количеств. С одной стороны, в S чётное число
клеток, из которых ровно одна красива, а все остальные — нет;
поэтому сумма g нечётна. С другой стороны, каждая клетка с
фишкой имеет чётное число соседей в S, поэтому она даёт чёт-
ный вклад в g; значит, и g должна быть чётной. Противоречие.

10 класс
10.5. Ответ. Не могли.

Предположим противное. Если среди исходных чисел есть
ноль, то для любого другого числа a имеем a2 − 02 = (a − 0)2.
Значит, если вычеркнуть ноль, то останутся 9 чисел, также удо-
влетворяющих условию.

Итак, можно считать, что исходных чисел 9 или 10, и все
они ненулевые. Пусть среди них есть числа разных знаков; рас-
смотрим минимальное и максимальное из них — обозначим их
a < 0 < b. Тогда у Васи присутствует число (b − a)2, которое
больше как a2, так и b2; у Пети же любое число не превосходит
max(a2, b2). Противоречие.

Значит, все исходные числа — одного знака; заменив, если
надо, все числа на противоположные, можно считать, что все
они положительны. Опять обозначив через a и b соответственно
минимальное и максимальное из этих чисел, имеем b2−a2 = (b−
− a)(b + a) > (a − b)2 > (c − d)2, где c и d — произвольные два
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исходных числа. Тогда число b2 − a2 не встретится на листке у
Пети, но встретится у Васи — противоречие.
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Рис. 5

10.6. Точки B1 и C1 лежат на окруж-
ности, построенной на BC как на
диаметре. Для решения достаточ-
но доказать, что F также лежит на
этой окружности, то есть достаточ-
но доказать, что четырёхугольник
CB1FC1 — вписанный.

Так как ∠AB1P = ∠AFP =
= 90◦, то точки B1 и F лежат на
окружности, построенной на AP как на диаметре. Поэтому
∠PFB1 = ∠PAB1. Аналогично ∠QFC1 = ∠QAC1. Имеем
∠B1FC1 = 180◦−∠PFB1−∠QFC1 = 180◦−∠PAB1−∠QAC1 =
= 180◦ − (∠PAQ − ∠B1AC1) = 90◦ + ∠B1AC1 = 90◦ + (90◦ −
− ∠ACC1) = 180◦ − ∠B1CC1. Таким образом, четырёхуголь-
ник CB1FC1 — вписанный.

10.7. Ответ. 2.
При a = 4, b = 2 имеем a1 − 1

b1 − 1
= 3, a2 − 1

b2 − 1
= 5. Осталось

показать, что больше двух простых чисел подряд не встретится.
Докажем более сильное, чем требуется, утверждение: при

n > 2 хотя бы одно из чисел an − 1
bn − 1 , an+1 − 1

bn+1 − 1
не является про-

стым. Предположим противное; тогда

(a − 1)(an−1 + . . . + a + 1) = p(b − 1)(bn−1 + . . . + b + 1), (1)

(a − 1)(an + . . . + a + 1) = q(b − 1)(bn + . . . + b + 1), (2)

где p и q — простые числа.
Предположим, что a−1 не делится на b−1. Тогда некоторое

простое число r входит в разложение числа b−1 в степени боль-
шей, чем в a − 1. Из (1) и (2) получим что r — общий делитель
чисел an−1 + . . . + a + 1 и an + . . . + a + 1, но

НОД(an−1 + . . . + a + 1, an + . . . + a + 1) =

= НОД(an−1 + . . . + a + 1, an) = 1.

Противоречие.
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Итак, число k = a − 1
b − 1 целое. Из (1) имеем

k(an−1 + . . . + a + 1) = p(bn−1 + . . . + b + 1),

причем 1 < k < p, так как bn−1 + . . . + b + 1 < an−1 + . . . + a + 1.
Значит, НОД(k, p) = 1, поэтому bn−1+. . .+b+1

... k. Аналогично,
из (2) вытекает, что k < q и bn+. . .+b+1

... k. Но это противоречит
тому, что НОД(bn−1 + . . . + b + 1, bn + . . . + b + 1) = 1.

Замечание. Двумя последовательными простыми чисел в
такой последовательности могут быть любые два простых числа
вида p = b + 1, q = b2 + 1. Действительно, полагая a = b2, име-

ем p = a − 1
b − 1 , q = a2 − 1

b2 − 1
. Такими парами являются, например,

(7, 37), (11, 101) и (22
3

+ 1, 22
4

+ 1).
10.8. Обозначим n = 2010/3 = 670. Назовём линией строку или стол-

бец; пронумеруем строки сверху вниз, а столбцы — слева напра-
во. Заметим, что для выполнения условий задачи достаточно,
чтобы при любом k в левых k столбцах и в верхних k строках
содержалось бы по kn отмеченных клеток.

Скажем, что уголок смотрит из i-й вертикали влево, если
две его клетки находятся в i-й вертикали, а третья — левее. Ана-
логично определим взгляд в других трёх направлениях; каждый
уголок, таким образом, смотрит в двух направлениях.

Отметим для начала в каждом уголке среднюю клетку. Те-
перь в каждом уголке можно либо оставить клетку на месте,
либо сдвинуть её ровно в одном из двух направлений, в кото-
рые этот уголок смотрит. Выясним, сколько таких сдвигов надо
сделать.

Наложим дополнительное условие: между каждыми двумя
соседними линиями все сдвиги должны идти в одну сторону.
Рассмотрим, скажем, два соседних столбца: k-й и (k+1)-й. Пред-
положим, что в левых k столбцах сейчас содержится dk > nk от-
меченных клеток. Далее, пусть в k-м столбце есть ak уголков,
смотрящих вправо, в а (k +1)-м — bk уголков, смотрящих влево.

Тогда в первых k столбцах находится 3kn− 2ak − bk

3 целых угол-

ков, и потому dk =
3kn − 2ak − bk

3 + ak = kn +
ak − bk

3 . Значит,
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чтобы добиться нужного количества отмеченных, надо сдвинуть

sk = ak − bk

3 6
ak

3 отмеченных клеток из k-го столбца вправо.

В этом случае выделим sk = ak − bk

3 непересекающихся пар сре-

ди ak уголков, смотрящих из k-го столбца вправо, и потребуем,
чтобы ровно в одном уголке из каждой пары клетка был сдви-

нута вправо. Аналогично, если dk < nk, то мы выделим
bk − ak

3
непересекающихся пар среди bk уголков, смотрящих из (k+1)-го
столбца влево.

Проделав такую операцию с каждой парой соседних линий,
мы получим некоторое количество выделенных пар уголков, в
каждой из которых надо выбрать по уголку; при этом все вы-
бранные уголки должны быть различными. Осталось показать,
что это возможно.

Соединим два уголка, находящиеся в одной паре, ребром.
Заметим, что каждый уголок лежит не более, чем в двух парах:
по одной на два направления, в которых он смотрит. Значит, мы
получим граф, в котором из каждой вершины выходит не более
двух рёбер. Тогда этот граф распадается на циклы и пути. Те-
перь в каждом цикле U1 − U2 − . . . − Un − U1 в паре (Ui, Ui+1)
выберем уголок Ui, а в паре (Un, U1) — уголок Un. Аналогичную
операцию проделаем с путём. Очевидно, что все условия выпол-
нены — а значит, и задача решена.
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ратный трёхчлен F (x)−G(x) имеет два корня на этом интерва-
ле, поэтому значения F (a)−G(a) = −G(a) и F (b)−G(b) = −G(b)
должны иметь одинаковый знак. Противоречие.

11.6. Предположим противное: Вася может всегда действовать так,
чтобы помешать Пете; поскольку в любой ситуации, кроме ко-
нечной, можно сделать ход, это означает, что у Васи есть страте-
гия, поволяющая ему гарантированно взять последний камень.
Пусть d — изначальное количество камней, а r — остаток от де-
ления d на n. Ясно, что r 6= 0, иначе Петя может сразу взять все
камни.

Петя после первого своего хода может, взяв кратное n коли-
чество камней, оставить любое количество вида ak = r +nk, где
0 6 k 6 n− 1 (все эти количества меньше n2). Пусть ck — ответ-
ный ход в Васиной стратегии при ak камнях в куче. Тогда ck не

делится на n, иначе после его хода остаётся r + n
(

k − ck

n

)

кам-

ней, и Петя может выиграть, действуя по Васиной стратегии для
этого числа. Значит, ck < n при всех 0 6 k 6 n − 1, а тогда два
из этих чисел совпадают, скажем, ck = cℓ при 0 6 k < ℓ 6 n− 1.
Напомним, что у Васи есть стратегия выигрыша в ситуации, ко-
гда в куче ak − ck камней и ход Пети.

Пусть теперь Петя первым ходом оставит aℓ камней; Вася
в ответ возьмёт cℓ камней. Теперь Петя может взять n(ℓ − k)
камней, оставляя aℓ − cℓ − n(ℓ− k) = ak − ck, и дальше действо-
вать по вышеупомянутой Васиной стратегии. Таким образом, он
выиграет — противоречие.

11.7. Сделаем сначала замечание, общее для всех трёх решений.
Пусть p — нечётное простое число, а a < p — натуральное чис-
ло такое, что a2 + 1

... p; тогда числа a и p − a различны, и
P (a) = P (p − a) = p. Действительно, числа a2 + 1 и (p − a)2 +
+ 1 = (a2 + 1) + p(p− 2a) делятся на p и меньше p2; значит, они
не могут делиться на простые числа, бо́льшие p.

Первое решение. Предположим противное. Тогда суще-
ствует лишь конечное число простых чисел p, для которых урав-
нение P (x) = p имеет хотя бы три натуральных решения. Обо-
значим через s максимальное такое простое число (если таких

14


