
XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ9 êëàññÏåðâûé äåíü9.1. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà M è N , áîëüøèå äåñÿòè, ñîñòîÿ-ùèå èç îäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà öè�ð è òàêèå, ÷òî M = 3N .×òîáû ïîëó÷èòü ÷èñëî M , íàäî â ÷èñëå N ê îäíîé èç öè�ðïðèáàâèòü 2, à ê êàæäîé èç îñòàëüíûõ öè�ð ïðèáàâèòü ïîíå÷¼òíîé öè�ðå. Êàêîé öè�ðîé ìîãëî îêàí÷èâàòüñÿ ÷èñ-ëî N? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå îòâåòû.9.2. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê

ABC ñ ãèïîòåíóçîé AB, êàñàåòñÿ åãî ñòîðîí BC, CA, ABâ òî÷êàõ A1, B1, C1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü B1H �âûñîòàòðåóãîëüíèêà A1B1C1. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà H ëåæèò íàáèññåêòðèñå óãëà CAB.9.3. Ìîæíî ëè ðàçáèòü êëåò÷àòóþ äîñêó 12 × 12 íà óãîëêè èçòð¼õ ñîñåäíèõ êëåòîê òàê, ÷òîáû êàæäûé ãîðèçîí-òàëüíûé è êàæäûé âåðòèêàëüíûé ðÿä êëåòîê äîñêè ïåðå-ñåêàë îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî óãîëêîâ? (�ÿä ïåðåñåêàåòóãîëîê, åñëè ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó åãî êëåòêó.)9.4. Ïî êðóãó âûïèñàíû 1000 ÷èñåë. Ïåòÿ âû÷èñëèë ìîäóëè ðàç-íîñòåé ñîñåäíèõ ÷èñåë, Âàñÿ �ìîäóëè ðàçíîñòåé ÷èñåë, ñòî-ÿùèõ ÷åðåç îäíî, à Òîëÿ�ìîäóëè ðàçíîñòåé ÷èñåë, ñòîÿ-ùèõ ÷åðåç äâà. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå Ïåòèíî ÷èñëî áîëüøåëþáîãî Âàñèíîãî õîòÿ áû âäâîå. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå Òî-ëèíî ÷èñëî íå ìåíüøå ëþáîãî Âàñèíîãî.

XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ9 êëàññÏåðâûé äåíü9.1. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà M è N , áîëüøèå äåñÿòè, ñîñòîÿ-ùèå èç îäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà öè�ð è òàêèå, ÷òî M = 3N .×òîáû ïîëó÷èòü ÷èñëî M , íàäî â ÷èñëå N ê îäíîé èç öè�ðïðèáàâèòü 2, à ê êàæäîé èç îñòàëüíûõ öè�ð ïðèáàâèòü ïîíå÷¼òíîé öè�ðå. Êàêîé öè�ðîé ìîãëî îêàí÷èâàòüñÿ ÷èñ-ëî N? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå îòâåòû.9.2. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê
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XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ10 êëàññÏåðâûé äåíü10.1. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà M è N , áîëüøèå äåñÿòè, ñîñòîÿ-ùèå èç îäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà öè�ð è òàêèå, ÷òî M = 3N .×òîáû ïîëó÷èòü ÷èñëî M , íàäî â ÷èñëå N ê îäíîé èç öè�ðïðèáàâèòü 2, à ê êàæäîé èç îñòàëüíûõ öè�ð ïðèáàâèòü ïîíå÷¼òíîé öè�ðå. Êàêîé öè�ðîé ìîãëî îêàí÷èâàòüñÿ ÷èñ-ëî N? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå îòâåòû.10.2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû âûñî-òû AA1 è CC1. Îêðóæíîñòü Ω, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëü-íèêà ABC, ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ A1C1 â òî÷êàõ A′ è C′. Êà-ñàòåëüíûå ê Ω, ïðîâåä¼ííûå â òî÷êàõ A′ è C′, ïåðåñåêàþò-ñÿ â òî÷êå B′. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ BB′ ïðîõîäèò ÷åðåçöåíòð îêðóæíîñòè Ω.10.3. Äàíû òðè êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíà P (x), Q(x) è R(x) ñ ïîëî-æèòåëüíûìè ñòàðøèìè êîý��èöèåíòàìè, èìåþùèå ïî äâàðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå êîðíåéòð¼õ÷ëåíà R(x) â ìíîãî÷ëåí P (x) + Q(x) ïîëó÷àþòñÿ ðàâ-íûå çíà÷åíèÿ. Àíàëîãè÷íî, ïðè ïîäñòàíîâêå êîðíåé òð¼õ-÷ëåíà P (x) â ìíîãî÷ëåí Q(x) + R(x) ïîëó÷àþòñÿ ðàâíûåçíà÷åíèÿ, à òàêæå ïðè ïîäñòàíîâêå êîðíåé òð¼õ÷ëåíà Q(x)â ìíîãî÷ëåí P (x)+R(x) ïîëó÷àþòñÿ ðàâíûå çíà÷åíèÿ. Äî-êàæèòå, ÷òî òðè ÷èñëà: ñóììà êîðíåé òð¼õ÷ëåíà P (x), ñóì-ìà êîðíåé òð¼õ÷ëåíà Q(x) è ñóììà êîðíåé òð¼õ÷ëåíà R(x)ðàâíû ìåæäó ñîáîé.10.4. Ìîæíî ëè ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàçáèòü íàíåïåðåñåêàþùèåñÿ êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà A1, A2, A3, . . .òàê, ÷òîáû ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k ñóììà âñåõ ÷èñåë,âõîäÿùèõ â ïîäìíîæåñòâî Ak, ðàâíÿëàñü k + 2013?

XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ10 êëàññÏåðâûé äåíü10.1. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà M è N , áîëüøèå äåñÿòè, ñîñòîÿ-ùèå èç îäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà öè�ð è òàêèå, ÷òî M = 3N .×òîáû ïîëó÷èòü ÷èñëî M , íàäî â ÷èñëå N ê îäíîé èç öè�ðïðèáàâèòü 2, à ê êàæäîé èç îñòàëüíûõ öè�ð ïðèáàâèòü ïîíå÷¼òíîé öè�ðå. Êàêîé öè�ðîé ìîãëî îêàí÷èâàòüñÿ ÷èñ-ëî N? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå îòâåòû.10.2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû âûñî-òû AA1 è CC1. Îêðóæíîñòü Ω, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëü-íèêà ABC, ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ A1C1 â òî÷êàõ A′ è C′. Êà-ñàòåëüíûå ê Ω, ïðîâåä¼ííûå â òî÷êàõ A′ è C′, ïåðåñåêàþò-ñÿ â òî÷êå B′. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ BB′ ïðîõîäèò ÷åðåçöåíòð îêðóæíîñòè Ω.10.3. Äàíû òðè êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíà P (x), Q(x) è R(x) ñ ïîëî-æèòåëüíûìè ñòàðøèìè êîý��èöèåíòàìè, èìåþùèå ïî äâàðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå êîðíåéòð¼õ÷ëåíà R(x) â ìíîãî÷ëåí P (x) + Q(x) ïîëó÷àþòñÿ ðàâ-íûå çíà÷åíèÿ. Àíàëîãè÷íî, ïðè ïîäñòàíîâêå êîðíåé òð¼õ-÷ëåíà P (x) â ìíîãî÷ëåí Q(x) + R(x) ïîëó÷àþòñÿ ðàâíûåçíà÷åíèÿ, à òàêæå ïðè ïîäñòàíîâêå êîðíåé òð¼õ÷ëåíà Q(x)â ìíîãî÷ëåí P (x)+R(x) ïîëó÷àþòñÿ ðàâíûå çíà÷åíèÿ. Äî-êàæèòå, ÷òî òðè ÷èñëà: ñóììà êîðíåé òð¼õ÷ëåíà P (x), ñóì-ìà êîðíåé òð¼õ÷ëåíà Q(x) è ñóììà êîðíåé òð¼õ÷ëåíà R(x)ðàâíû ìåæäó ñîáîé.10.4. Ìîæíî ëè ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàçáèòü íàíåïåðåñåêàþùèåñÿ êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà A1, A2, A3, . . .òàê, ÷òîáû ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k ñóììà âñåõ ÷èñåë,âõîäÿùèõ â ïîäìíîæåñòâî Ak, ðàâíÿëàñü k + 2013?



XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ11 êëàññÏåðâûé äåíü11.1. Òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà òàêîâû, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öè�ðà ñóì-ìû ëþáûõ äâóõ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíåé öè�ðîé òðåòüå-ãî ÷èñëà. Ïðîèçâåäåíèå ýòèõ òð¼õ ÷èñåë çàïèñàëè íà äîñêå,à çàòåì âñ¼, êðîìå òð¼õ ïîñëåäíèõ öè�ð ýòîãî ïðîèçâåäå-íèÿ, ñò¼ðëè. Êàêèå òðè öè�ðû ìîãëè îñòàòüñÿ íà äîñêå?Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå îòâåòû.11.2. Ïóñòü P (x) è Q(x)�ïðèâåä¼ííûå êâàäðàòíûå òð¼õ÷ëåíû,èìåþùèå ïî äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî ñóììàäâóõ ÷èñåë, ïîëó÷àåìûõ ïðè ïîäñòàíîâêå êîðíåé òð¼õ÷ëå-íà P (x) â òð¼õ÷ëåí Q(x), ðàâíà ñóììå äâóõ ÷èñåë, ïîëó-÷àåìûõ ïðè ïîäñòàíîâêå êîðíåé òð¼õ÷ëåíà Q(x) â òð¼õ-÷ëåí P (x). Äîêàæèòå, ÷òî äèñêðèìèíàíòû òð¼õ÷ëåíîâ P (x)è Q(x) ðàâíû.11.3. Ìîæíî ëè ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàçáèòü íàíåïåðåñåêàþùèåñÿ êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà A1, A2, A3, . . .òàê, ÷òîáû ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k ñóììà âñåõ ÷èñåë,âõîäÿùèõ â ïîäìíîæåñòâî Ak, ðàâíÿëàñü k + 2013?11.4. Â îêðóæíîñòü Ω âïèñàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC,â êîòîðîì AB > BC. Ïóñòü P è Q� ñåðåäèíû ìåíüøåé èáîëüøåé äóã AC îêðóæíîñòè Ω, ñîîòâåòñòâåííî. ÏóñòüM �îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè Q íà îòðå-çîê AB. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðå-óãîëüíèêà BMC, äåëèò ïîïîëàì îòðåçîê BP .

XXXIX Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ11 êëàññÏåðâûé äåíü11.1. Òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà òàêîâû, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öè�ðà ñóì-ìû ëþáûõ äâóõ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíåé öè�ðîé òðåòüå-ãî ÷èñëà. Ïðîèçâåäåíèå ýòèõ òð¼õ ÷èñåë çàïèñàëè íà äîñêå,à çàòåì âñ¼, êðîìå òð¼õ ïîñëåäíèõ öè�ð ýòîãî ïðîèçâåäå-íèÿ, ñò¼ðëè. Êàêèå òðè öè�ðû ìîãëè îñòàòüñÿ íà äîñêå?Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå îòâåòû.11.2. Ïóñòü P (x) è Q(x)�ïðèâåä¼ííûå êâàäðàòíûå òð¼õ÷ëåíû,èìåþùèå ïî äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî ñóììàäâóõ ÷èñåë, ïîëó÷àåìûõ ïðè ïîäñòàíîâêå êîðíåé òð¼õ÷ëå-íà P (x) â òð¼õ÷ëåí Q(x), ðàâíà ñóììå äâóõ ÷èñåë, ïîëó-÷àåìûõ ïðè ïîäñòàíîâêå êîðíåé òð¼õ÷ëåíà Q(x) â òð¼õ-÷ëåí P (x). Äîêàæèòå, ÷òî äèñêðèìèíàíòû òð¼õ÷ëåíîâ P (x)è Q(x) ðàâíû.11.3. Ìîæíî ëè ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàçáèòü íàíåïåðåñåêàþùèåñÿ êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà A1, A2, A3, . . .òàê, ÷òîáû ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k ñóììà âñåõ ÷èñåë,âõîäÿùèõ â ïîäìíîæåñòâî Ak, ðàâíÿëàñü k + 2013?11.4. Â îêðóæíîñòü Ω âïèñàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC,â êîòîðîì AB > BC. Ïóñòü P è Q� ñåðåäèíû ìåíüøåé èáîëüøåé äóã AC îêðóæíîñòè Ω, ñîîòâåòñòâåííî. ÏóñòüM �îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè Q íà îòðå-çîê AB. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðå-óãîëüíèêà BMC, äåëèò ïîïîëàì îòðåçîê BP .


