
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüÓñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷9 êëàññ9.1. Ïóñòü a1, . . . , a11 �ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå ìåíü-øèå 2, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 407. Ìîãëî ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî ñóì-ìà îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íà 22÷èñëà a1, a2, . . . , a11, 4a1, 4a2, . . . , 4a11 ðàâíà 2012? (Í. Àãàõàíîâ)Îòâåò. Íå ìîæåò.�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå ÷èñëî n ñóùåñòâóåò.Çàìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíûé âîçìîæíûé îñòàòîê îò äåëåíèÿíà íàòóðàëüíîå ÷èñëî m ðàâåí m − 1. Ïîýòîìó ñóììà îñòàòêîâîò äåëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà íà ÷èñëà a1, . . . , a11 íå áîëüøå,÷åì 407 − 11 = 396, à ñóììà îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ åãî íà ÷èñ-ëà 4a1, . . . , 4a11 íå áîëüøå, ÷åì 4 · 407 − 11 = 1617. Èòàê, åñëèáû âñå îñòàòêè áûëè ìàêñèìàëüíûìè âîçìîæíûìè, òî èõ ñóììàðàâíÿëàñü áû 396 + 1617 = 2013. Ïîñêîëüêó ýòà ñóììà äëÿ íà-øåãî ÷èñëà n ðàâíà 2012, òî âñå îñòàòêè, êðîìå îäíîãî, � ìàê-ñèìàëüíûå âîçìîæíûå, à îäèí � íà åäèíèöó ìåíüøå ìàêñèìàëü-íîãî âîçìîæíîãî.Çíà÷èò, ïðè íåêîòîðîì k îäèí èç îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ n íà÷èñëà ak è 4ak � ìàêñèìàëüíûé âîçìîæíûé, à äðóãîé � íà åäè-íèöó ìåíüøå ìàêñèìàëüíîãî âîçìîæíîãî. Òîãäà îäíî èç ÷èñåë
n+1 è n+2 äåëèòñÿ íà ak, à äðóãîå � íà 4ak, òî åñòü äâà âçàèìíîïðîñòûõ ÷èñëà n+1 è n+2 äåëÿòñÿ íà ak > 2. Ýòî íåâîçìîæíî.9.2. Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíû 2012 òî÷åê, äåëÿùèõ å¼ íà ðàâíûå äó-ãè. Èç íèõ âûáðàëè k òî÷åê è ïîñòðîèëè âûïóêëûé k-óãîëüíèêñ âåðøèíàìè â âûáðàííûõ òî÷êàõ. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì kìîãëî îêàçàòüñÿ, ÷òî ó ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà íåò ïàðàëëåëüíûõñòîðîí? (Ä. Õðàìöîâ)Îòâåò. Ïðè k = 1509.�åøåíèå. Ïóñòü A1, A2, . . . , A2012 � îòìå÷åííûå òî÷êè âïîðÿäêå îáõîäà (ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A2013 = A1, A2014 =
= A2). �àçîáü¼ì èõ íà ÷åòâ¼ðêè òî÷åê (A1, A2, A1007, A1008),
(A3, A4, A1009, A1010), . . . , (A1005, A1006, A2011, A2012). Åñëè ñðå-3



XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâäè âûáðàííûõ k òî÷åê âñòðåòÿòñÿ âñå òî÷êè íåêîòîðîé ÷åòâ¼ðêè
(A2i−1, A2i, A2i+1005, A2i+1006), òî â ïîëó÷åííîì ìíîãîóãîëüíè-êå íàéäóòñÿ äâå ñòîðîíû A2i−1A2i è A2i+1005A2i+1006, êîòîðûåñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî öåíòðà îêðóæíîñòè è ïîòîìó ïàðàë-ëåëüíû. Ýòî íåâîçìîæíî; çíà÷èò, â êàæäîé èç 503 ÷åòâ¼ðîê áó-äåò îòìå÷åíî íå áîëåå òð¼õ âåðøèí, òî åñòü k 6 503 · 3 = 1509.Îñòàëîñü ïðèâåñòè ïðèìåð 1509-óãîëüíèêà áåç ïàðàëëåëü-íûõ ñòîðîí ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ. Ïîäõîäèò, íàïðè-ìåð, ìíîãîóãîëüíèê A1A2 . . . A1006A1008A1010 . . . A2012 (åãî âåð-øèíàìè ÿâëÿþòñÿ âñå òî÷êè ñ íîìåðàìè îò 1 äî 1006 è âñå òî÷-êè ñ ÷¼òíûìè íîìåðàìè îò 2008 äî 2012). Äåéñòâèòåëüíî, ñòî-ðîíû A2012A1, A1A2, . . . , A1005A1006 ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îòäèàìåòðà A2012A1006 è ïîòîìó íå ìîãóò áûòü ïàðàëëåëüíûìè;àíàëîãè÷íî, ñòîðîíû A1006A1008, . . . , A2010A2012 ïîïàðíî íåïà-ðàëëåëüíû. Íàêîíåö, ìàëåíüêàÿ äèàãîíàëü AjAj+2 ïðàâèëüíî-ãî 2012-óãîëüíèêà íå ïàðàëëåëüíà åãî ñòîðîíàì; çíà÷èò, íèêà-êèå äâå ñòîðîíû âèäà AiAi+1 è AjAj+2 òàêæå íå ìîãóò áûòüïàðàëëåëüíûìè.9.3. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD ñ òóïûì óãëîì A. Òî÷êà H � îñ-íîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè A íà BC. Ïðî-äîëæåíèå ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ABC, ïðîâåä¼ííîé èç âåðøè-íû C, ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêîëî íåãî îêðóæíîñòü â òî÷êå K.Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè K, H, C è D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.(Ô. Èâëåâ)
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ω�èñ. 1
�åøåíèå. Ïóñòü E � îñíî-âàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåí-íîãî èç òî÷êè B íà AD. Òîãäà÷åòûð¼õóãîëüíèê AHBE �ïðÿ-ìîóãîëüíèê. Çíà÷èò, ∠HED =

= ∠ABC = 180◦ − ∠BCD, òîåñòü òî÷êè D, C, H, E ëåæàòíà íåêîòîðîé îêðóæíîñòè ω (ñì.ðèñ. 1).Ïóñòü M �òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïðÿìîóãîëüíè-êà AHBE, òî åñòü MA = MB = MH = ME (ïî óñëîâèþ,òî÷êà M ëåæèò íà CK). Ïîñêîëüêó òî÷êè A, K, B, C ëåæàò íà4



Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüîäíîé îêðóæíîñòè, èìååì MK ·MC = MA ·MB = MH ·ME.Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè C, K, H è E ëåæàò íà îä-íîé îêðóæíîñòè. Ýòà îêðóæíîñòü ÿâëÿåòñÿ îïèñàííîé îêðóæ-íîñòüþ òðåóãîëüíèêà CHE, òî åñòü ñîâïàäàåò ñ ω; èòîãî, âñå÷åòûðå òî÷êè K, H, C, D ëåæàò íà ω.9.4. Ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a1, . . . , an è k òàêîâû,÷òî a1+ . . .+an = 3k, a2
1
+ . . .+a2n = 3k2 è a3

1
+ . . .+a3n > 3k3+k.Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî äâà èç ÷èñåë a1, . . . , an îòëè÷àþòñÿáîëüøå, ÷åì íà 1. (Í. Àãàõàíîâ)�åøåíèå. Ïåðåìíîæèâ ðàâåíñòâî

a1 + a2 + . . .+ an = 3k (1)è íåðàâåíñòâî
a31 + a32 + . . .+ a3n > 3k3 + k,ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

a41+a42+. . .+a4n+a31a2+a1a
3
2+a31a3+a1a

3
3+. . .+a3n−1an+an−1a

3
n >

> 9k4 + 3k2. (2)Âîçâåäåì òåïåðü â êâàäðàò ðàâåíñòâî
a21 + a22 + . . . + a2n = 3k2. (3)Ïîëó÷èì

a41 + a42 + . . . + a4n + 2a21a
2
2 + 2a21a

2
3 + . . .+ 2a2n−1a

2
n = 9k4. (4)Âû÷èòàÿ èç íåðàâåíñòâà (2) ðàâåíñòâî (4), ïîëó÷àåì

(a31a2− 2a21a
2
2+a1a

3
2)+ . . .+(a3n−1an− 2a2n−1a

2
n+an−1a

3
n) > 3k2,èëè

a1a2(a1− a2)
2+ a1a3(a1− a3)

2+ . . .+ an−1an(an−1− an)
2 > 3k2.(5)Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ëþáûå äâà ÷èñëà îòëè÷àþòñÿ íåáîëüøå, ÷åì íà 1. Òîãäà êâàäðàò èõ ðàçíîñòè íå áîëüøå 1, èèç (5) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

a1a2 + a1a3 + . . .+ an−1an > 3k2. (6)Íî, åñëè âû÷åñòü èç êâàäðàòà ðàâåíñòâà (1) ðàâåíñòâî (3), ïîëó-÷èòñÿ ðàâåíñòâî
2a1a2 + 2a1a3 + . . . + 2an−1an = 6k2, 5



XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (6). Çíà÷èò, íàéäóòñÿ äâà ÷èñëà, îòëè÷àþùè-åñÿ áîëüøå, ÷åì íà 1.


